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CHAPITRE I: ESPACES MESURES

I. ESPACE MESURABLE

X est un ensemble non vide. P (X)) est ’ensemble des parties de X.

[.L1. SEMI-ANNEAU

I.1.1 Définition : Une partie S de P (X) est un semi-anneau si :

) S#0¢
iil) VA,BeS, AnNBeS

iii) VA, B € S, A\ B # ¢ — A\ B admet une S-partition finie [partition finie en éléments de «

1.1.2. Exemple
J =A{la,b] / — o0 < a<b< 400} est un semi-anneau de parties de R.

1.1.3. Proposition : Soient & un semi-anneau de parties de
X,{4; : 1 <i < n} une partie finie de S.

a) Si A est un élément de S tel que AN\ |J A; # ¢ alors AN |J A; admet
i=1 =1

1
une S-partition finie.

b) si LnJ A; # ¢ alors
=1

7

n
A; admet une S-partition finie {S; : 1 < k < m}.
=1

)

Preuve
a) Raisonnement par récurrence sur n.
° n=1
A, A eS8

— A\ 4; admet une S-partition finie [d’apres 1.1.1]
ANAL # ¢



° Supposons la propriété vraie a un certain ordre n > 1:
n n
A, Ay, Ay Ap €S, AN U A # 9| = AN U A
i=1 i=1

admet une S-partition finie.
Considérons des éléments A, Aj, As, ..., Ay, Aptq de S tels que

n+1
ANU Ai# o
n+1 n n

n

D’aprés 'hypothese de récurrence AN |J A; posséde une S-partition finie
i=1
{Sk:1<k<p}

n+1 n p p
a0 = [N 0 N = | 0 5] N = 0 s
i=1 i=1 k=1 k=1
Posons K = {k € {1,2,...,p} : Si\\Ant+1 # ¢}
Vk € K, Sip\A,41 admet une S-partition finie {Sy; : 1 < j < qi}.

n+1
Il est clair que {S; : k € K,1 < j < g} est une S-partition finie de AN J A;.
i=1
Donc la propriété est vraie a 'ordre n + 1.

Par conséquent elle est vraie & n’importe quel ordre n € N*.
n

b) Supposons que |J A4; # ¢.
i=1

(A
Posons :

i—1
By =A;; Vie{2,..,n} Bi = A\ U 4;
j=1

I={ie{1,2,...}:B; # ¢}
D’aprés a), pour tout élément i de I, B; admet une S-partition finie {S;; : 1 < k < ¢;}.
n

{Sir:i€ I, 1 <k <g}est alors une S -partition finie de |J B; = |J B; =
i€l i=1

n
U A
=1
I-2 ANNEAU

I.2.1. Définition : Une partie R de P (X) est un anneau si :



i) R#¢
ii) VA, BER AUBER

iii) VA, BER A\B€ER

1.2.2. Exemples

a) {¢, X} et P(X) sont des anneaux de parties de X.

b) {E C X : E posséde un nombre fini d’éléments} est un anneau de par-

ties de X.
1.2.3. Proposition : Soit R un anneau de parties de X.
a) R

b) VA, BeER ANB, AABEeR
Preuve

a) RA¢p—>JAER=—> = ANAER

b) Soient A, BER, A, BeR=AUB, A\B, BN\A€R

—AUB, AAB = (A\B)U(B\A) € R
—AUB, AAB, ANB = (AUB)\_(AAB) € R

1.2.4 Proposition : Si {R;:i € I} est un ensemble d’anneaux de
parties de X alors R = (R, ={AC X /Viel AcR;} estun an-
neau. el
Preuve
Soient {R; : i € I'} un ensemble d’anneaux de partiesde X et R = (| R;
i€l
. Viel ¢eR]=pceR=—=R#¢

. Soient A, BER. A, BeER=[Viel A, BeR



— Viel AUB, A\B € R
— AUB, AABeR.
Donc R est un anneau

1.2.5. Définition : Soit £ une partie non vide de P (X). L’intersection
de tous les anneaux de parties de X contenant £ est 'anneau R (§) engendré

par & :

RE=NRi on {R;:i€l} ={RCP(X):R anneauet £ C R}
iel

1.2.6. Proposition : Soit S un semi-anneau de parties de X.

R(S) = {E C X :3(8i)1<icn €S™ avec B = ‘Lnjl S,} U {o}

Preuve
Posons

=1
i)

(1)  6£SCR=R#g

(2) Soient A, B € R.

SiA=¢ouB=¢ ou A= B alors {AUB, AN\B} C{A,B,¢} CR.

Supposons donc A# ¢ # B

Alors A= ) S; ot B= U Sj avee (Si)1cicn € S et (8)) 1gjem € S™
i=1 o

Posons Sy, 4j = S pour 1<j<m

n+m
Alors (Si)1<jcnym €S et AUB= |J SieR

=1

SRR IO NEREN TR

Posons I = {z €{1,2,...,n}: S;\\ <U S;) + <b}
j=1
G /

*
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m
D’aprés la proposition 1.1.3 a), pour tout élément i de I, S;\ (U S;)
j=1
admet une s-partition finie {S;; : 1 < k < p;}
(Sik)ief, 1<k<p; €SV avec p= Yopi et ANB=U Sir€R
o iel icl

Donc R est un anneau contenant S. D’ou R (S) C R.
i) Soit A€ RN\ {¢}
<i< ~

Donc R C R(S) )
Par suite R =R (S)

I.2.7. Définition : Une partie A de P (X) est une algebre si :

i) A est un anneau

ii) XeA

I.2.8. Proposition : Soit A une partie non vide de P (X). Les
conditions suivantes sont équivalentes

a) A est une algebre

b) VA, Be A AUB, X\ Ac A

Preuve

A anneau

w¢:{<XeA = VA Be A AUB, XN\Ae€ A<b)

Supposons que b) est vraie :
Soient A,Be A
Al BeA=— AUBecA
ABeA=— X4, Be A= AAB=X\[(X\4)UBJe A
Ace A= ¢p=ANAcA=X=Xved

Donc A est une algébre

I.2.9. Exemple : {E C X : FE fini ou X\ F fini} est une algebre
de parties de X.

I.2.10. Proposition : Soit {A; : ¢ € I} un ensemble d’algebres de
parties de X. A= N A ={ACX:Viel, Ac A} estune algebre de
el

parties de X.

Preuve :
D’apres 1.2.4, A est un anneau
Viel, XeA]=—=XecA
Donc A est une algebre.



1.2.11. Définition : Soit £ une partie non vide de P (X). L’algebre
A de parties de X engendrée par £ est l'intersecion A (£) de toutes les al-
gebres de parties de X contenant & :

A)=NA ou {A :iel}={ACP(X): Aalgebreet { C A}

iel

1.2.12. Proposition : Soit R un anneau de parties de X.
AR)={FECX:E€RouX\FeR}

1-3 c-ANNEAU
1.3.1. Définition : Une partie 7 de P (X) est un o-anneau si :

i) 7 est un anneau de parties de X.

i) V(Au),en€TV, U 4neT
neN

1.3.2. Proposition : Soient 7 un g-anneau de parties de X et

(An),cn une suite d’éléments de 7. Alors :

a) N A, eT
neN

b) lim A, = lim supd,= | U A | €7
n—-+oo n—-4oo neN \ k>n

c) lim A4, = lim iann:U<ﬂAk>€T

n—-+o00 n—-+00 neN \ k>n
Preuve

a) Posons A= |J 4,

neN

. reA : zeA
Ve X, $€nQNAn‘:’{ -VneN, zeA, <:>{ VneN, z¢ ANAn
. reA
—{ — 1z e A\ [ U (A\An):|

x ¢ nLEJN (ANAR) neN

Donc () A, = A\ [ U (A\An)] eT.
neN neN

b) et c) Découlent immeédiatement de a) et du ii) de la définition 1.2.1



1.3.3 Proposition : Soit {7; : i € I} un ensemble de o-anneaux
de partiesde X. T=N7T,={AC X :Viel, AcT;} estun o-anneau
iel
de parties X.
Preuve

D’aprés 1.2.4, 7 est un anneau
Soit (An) ey € TN

Vi eI, VvneN A, eT)|= |Viel, |JA, €T = U A, €T
neN neN

Donc 7 est un o-anneau.

1.3.4 Définition : Soit ¢ une partie non vide de P (X). Le o-
anneau de parties de X engendré par £ est 'intersection o — R (§) de tous
les o-anneaux de parties de X contenant & :

c—RE =7 ou {T:icl}={T CP(X):7 o—anneau,{ C7T}
el

1.3.5 Proposition : Soit ¢ une partie non vide de P (X). Pour
tout élément A de o — R (), il existe une suite (E,) d’éléments de &

telle que A C |J E,.
neN

neN

Preuve :
Posons 7 = {E CX:3(Ep)yen €& avec EC |J En}

bAECT =T+ "
Soient A, B € £

F(En)pen €Y, 3(Fn)pey €Y avee AC | E, et BC |J F,
neN neN

AN\BCAC | E,=A\BeT
neN

Soit (Ay),cy € &Y



VneN J(Eu)pey € &N avec A, C U Enk
keN

U An - U Enk
neN (n,k)eN2
N2 dénombrable = J 4neT

neN
V(n, k) €N2, B €& :

Donc 7 est un o-anneau contenant &.
Par suite 0 — R (§) C 7.

1.3.6 Définition : Une partie 7 de P (X) est une o-algebre (tribu)
de parties de X si:
i) 7 est un o-anneau de parties de X

i) XeT.

1.3.7 Remarque : Une tribu de parties de X est une algebre de
parties de X qui est stable par réunion dénombrable.

1.3.8 Exemples: {¢, X}, P(X), {E C X : E dénombrable ou X\ FE dénombrable}
sont des tribus de parties de X.

1.3.9 Proposition : Soit {7;:i € I} un ensemble de tribus de
parties de X.

T=NT={EcX:Viel FEeT}
el

est une tribu de parties de X.

Preuve : D’aprés 1.3.3, 7 est un o-anneau de parties de X.

Viel, XeT]=—XeT.
Donc 7 est une tribu de parties de X.
1.3.10 Définition : Soit { une partie non vide de P (X). La o-

algebre (tribu) de parties de X engendrée par £ est Uintersection o — A ()
de toutes les o-algébres de parties de X contenant &.

o—AE)=NT ou {Z,:iel}={T CP((X): T tribu,( C T}

il

1.3.11 Exemple : Supposons que X est un espace topologique.
La o-algebre engendrée par la famille O (X) des sous-ensembles ouverts de
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X est appelée la o-algeébre de Borel [o-algrébre des boreliens| de X et notée

B(X).

I.3.12 Proposition : La o-algebre B (R) des boreliens de R est
engendrée par chacune des parties suivantes de P (R)

a) J (R) ={[a,b[: —00 < a <b< 400}

b) D (R) = {]a,+o0] : a € R}

Preuve :
a) ) Soit [a,b] € J (R)\ {¢}
a,bl = a—y
0.8= 0 Jo= 501 }:>[a,b[€B(R)
vne N Ja—.b[€B(R)

Donc J (R) C B(R) et par suite 0 — A(J (R)) C B(R)
Soit O un sous-ensemble ouvert non vide de R.
Il existe une suite disjointe ({y ),z d’intervalles ouverts non vides de R telle

que 0= | Ii.
keK
Vk € K, I, = |ag, bi[ avec a, by eR=I;; = |J [ak+WT%,bk{
I, = Jag, +oo[ avec a, € R = I}, = Un*afzk + 1 ap+n]
T = |0, by[ avec b € R = Ij = n@j (b — 2, by
neN*

Donc Vke K I,€o0—A(J(R))

K étant dénombrable, O = |J Iy € 0 — A(J (R)).
neN*
Cela étant vrai pour tout ouvert non vide de R, B(R) C 0 — A(J (R)).

En définitive B(R) =0 — A(J (R)).
b) D (R) = {]a,+oo[: a € R}

Chaque élément de D (R) étant un sous-ensemble ouvert de R, nous
avons : D (R) C B(R) et par suite 0 — A (D (R)) C B(R)

Soit [a,b] € T (R)\ {¢}

VYn,m € N*, a—l, b—ba] :]a—1,+oo[\}b—ba,+oo[€0—A(D(R))
n n m

1.3.13 Proposition : La o-algébre B (@) des boreliens de R est
engendrée par chacune des parties suivantes de P (E) .
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a) j(@):{[a,b[—oogagb<+oo}
b) D (R) = {Ja, +o0[ : =00 < a < +0o0}
Preuve :

Démonstration similaire a celle de 1.3.12.

1.3.14. Proposition : Supposons que pour tout A € A, 7, est
une o-algebre de parties de X},

pa: X =] Xoa — X
acA
T = (Ta)pepr — Ta

est la projection canonique. La o-algébre produit des 7, (A € A) est la o-

algébre @ 7, de parties de X engendrée par {p/(l (Ex): A€ A et E)€ ’Z:\} .
AENA

1.3.15 Proposition : Supposons que A est dénombrable (fini
ou infini). Si pour tout élément \ de A, 7, est une o-algeébre de parties de

X, alors @ 7, est engendrée par { [I Ex:VA€A, E)e€ TA} =¢

AEA A€A
Preuve :
Supposons que E = [] E\ €¢
AEA
E= N py' (Ey)
AEA
A dénombrable = Fec QT

AEA

VAeA, pit(BEN) e @ Th
AEA

Donc £ C @ 7,
AEA
YA e A VE)\ € T, pgl (Ey\) = [] Ax avec

a€eN

A, = E, 51. a=\
Xy si a#A

Donc VA€ A  VE, €T, p, (BE)) €.

c’est-a-dire {p/(l (EN): A€, Eye ’Z}} est inclus dans & et par suite

Q) 7, est incluse dans la o-algebre de parties de X engendrée par €.
AEA



12

1.4 CLASSE MONOTONE

1.4.1. Définition : Une partie m de P(X) est une classe monotone
de parties de X si:
) m#o
ii) V(Ap) ey €mY, VREN A, C Ay = [ U A, € m]
neN
iii) V(An)yen € mY, YneN A, CA,]= { N A, € m]
neN
1.4.2. Remarques :
a) Tout o-anneau de parties de X est une classe monotone de parties
de X.
b) Si R est un anneau et une classe monotone de parties de X alors

R est un g-anneau de parties de X.

En effet, supposons que R est un anneau et une classe monotone de
parties de X. Alors

i) R est un anneau de parties de X

i) V(4n),ey €mY

(Bn>n€N S RN

k=0 neN neN

UAn:UBn

neN neN

Donc R est un o-anneau de parties de X.

I.5. ESPACE MESURE

X est un ensemble non vide

I.5.1. MESURE POSITIVE :

I1.5.1.1. Définition : Soit J un semi-anneau de parties de X
tel que ¢ € J ; une application p : J — R, est une mesure positive si :

) u(@)=0

ii) Pour toute suite disjointe (S, ),y d’éléments de J

U sied—u(US)= £ uls)

neN neN neN
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[ est dénombrablement additive ou encore o-additive] .
Sip: J—R, est une mesure positive alors (X, J, ) est appelé un
espace mesuré.

1.5.1.2. Exemples :
a)

PX) — Ry et 0siS=0¢
S o= 0 5= eld)= +00 sinon
sont des mesures positives sur (X, P (X)).
b) Soit x un élément de X
Ex t P (X) — E+
1 six €8
5 — (S = xsl@) = 0 sinon

est une mesure positive sur (X, P (X)) appelée la mesure de Dirac au
point x.

c)
c: P(X) —R,

S ——c(S) = {

est une mesure positive sur (X, P (X)) appelée la mesure de comptage.

d) Soit f:X—>E+7
pu: P(X) —R,

nombre d’éléments de S si S est fini
+ 00 sinon

S ()= > f(x) sinon

{ 0 si.S=¢, est une mesure positive sur (X,P (X))
zeS

Remarquons que p= > f(x)e,. La mesure p est dite discréte.
zeX

e) Considérons F': R — R croissante et continue a gauche.
p: J(R) — Ry
[a, b — p([a,0]) = F(b) = F(a)

est une mesure positive (R, 7 (R)).
f) En posant F' () = « dans 'exemple e) nous obtenons que la longueur

0 j(R)—>@+
[a,b] — £ ([a,b]) =b—a
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est une mesure positive sur (R, J (R)).

g) Considérons F': R — R croissante et continue a droite.
p: {Ja,bl: —0<a<b< +oo} — Ry
Ja, 0] — p(la, b)) = F(b) - F (a)

est une mesure positive.

1.5.1.3. Définition : Soit (X, J, 1) un espace mesuré avec p > 0.
w est bornée si ||p|| =sup{p(S): S €T} < +oc.

i est une probabilité si ||p| =1

p est finie si : VS € J, p(S) < +o0

p est o-finie si : VS € 7, 3(E,) € IV avec SC U E, et
neN

2eLzsE

VneN u(E,) <+
e) west semi-finiesi: V.S € J, u(S) =sup{pu(E): E€J, ECS,u(F)<+oo}

1.5.1.4. Proposition : Considérons un espace mesuré (X, 7, u)
avec i > 0.

Alors

a) o est additive : pour toute suite finie disjointe (Ag);<<, de J :

Oaed—n(0a)=3% u
k=1 k=1 k=1

b) @ est monotone : VA, BeJ ACB= pu(A)<pu(B)
c) u est o-sous-additive :

e € U ded—u(UA) < T a4

neN neN neN
d) Pour toute suite croissante (Ay,), cy d’¢léments de J :
U Ave T = tim (4 = (U 4)
neN n—+00 neN

e) Pour toute suite décroissante (Ay), cy d’éléments de J
telle que p (Ap) < 400 :

N Aved = tim () =n( N 4,)

neN neN
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Preuve :

a) Soit (Ag);<p<, une suite finie disjointe d’éléments de J telle que

n

UAr=A4A¢eJ

k=1

Ap st ke{l,2,...,n}
Posons : VkeN Bp=
¢ sinon
(Bi)pen est une suite disjointe d’éléments de J telle que |J By =A4¢€ J
keN
w(Ag) si ke{l,2,..,n}

En outre : VEeN, p(Bg) =

0 sinon

Donc p(A) = > p(Bi) = > n(Ak)
kEN k=1

b) Soient A,Be€ J avec AC B.

Il existe une suite finie disjointe (Sk);<;<,, d’¢léments de J

n
telle que B/A = |J Sk.
k=1

Donc B= AU <U S’k> avec Vk € {1,2,..n}, ANS; = ¢.
k=1

n

D’ou, d’aprés a), p(B) = p(A) +k§1M(Sk) > p(A)

n
c) Soit (An),cy une suite d’éléments de J telle que A= |J A, € J.
neN

Considérons la suite disjointe (By,), . définie par :

neN
n—1

By :Ao, et Vn € N*, B, :An/ U Ak
k=0

Pour tout entier n > 0 il existe une suite finie disjointe (Syx); << p, d’éléments
de J telle que

Pn
U Snk: = Bn C An
k=1

(Snk) neny  est une suite disjointe d’¢léments de J telle que
1<k<Pp

U Sw = A.

neN
1<k<pn
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i étant une mesure positive sur (X, J) nous avons :

n) = % |8 0] < £ nian)

neN neN

d) Soit (Ap),cy une suite croissante d’éléments de J telle que
A= U A, e J.
neN

Avec les notations du c¢) nous avons :

VneN* B,=A, A,1 et Ay= |J Bn= U [ U Smk]

m=0 m=0 | 1<k<pp
Donc
N () = 3 |8 (s
i () = £ [ utsu)] =na)
n—00 meN
e) Soit (An),cn une suite décroissante d’éléments de J telle que

A= N A, eJ et u(A) <+
neN

Considérons la suite disjointe (By,), o définie par: Vn € N, B, = A, /Anq1.
Pour tout entier n > 0, nous avons :

Pn
ANByp=¢ et By= U Sur ou (Suk)i<p<p,
k=1 o

est une suite finie disjointe d’éléments de J ;

m>n
Donc
meN, (A =)+ S 5 s
En outre,

roo > (o) = u(A) + £ |8 usu)] = im T |8 (s <o

m>0 —+o0 m>n
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Donc l1m w(Ay) = p(A)

n—-+o00

1.5.1.5. Proposition : Soient J un semi-anneau de parties
de X ayant ¢ comme élément et p une mesure positive sur (X, 7). Il existe
une mesure positive unique g sur (X, R, J) prolongeant .

1.5.1.6. Définition : Soit (X, J, ) un espace mesuré avec p >

Un sous-ensemble E de X est p-négligeable s’il existe un élément S de
J telque: ECS et u(S)=0.

(X, J, ) est complet [ est complete sur (X, J)] si tout sous ensemble
p-négligeable de X est un élément de 7.

1.5.2 MESURE EXTERIEURE

1.5.2.1. Définition : Une application 7 : P (X) — Ry est
mesure extérieure sur X si:
) T(¢)=0
ii) ACBCX=171(A) <7(
n
iii) V(An)peny € P (X < U A ) T (Ap) .
eN neN
1.5.2.2. Remarque : Soit 7 une mesure extérieure sur X.

VALEeP(X),7(E)<T(ENA) +71(E/A).
Cela découle immeédiatement de I1.2.1. (iii).

1.5.2.3. Définition : Soit 7 une mesure extérieure sur X. Un
sous-ensemble A de X est dit 7-mesurable au sens de Carathéodory
(Constantin Carathéodory : mathématicien allemand d’origine grecque (1873-
1950) ) si
VECX, 7(E)=7(ENA)+71(E/A)

1.5.2.4. Remarques : Soient 7 une mesure extérieure sur X
et M7 ={AC XA 7 — mesurable}.
a) VAC X, 7(A)=0= A € Mr. En particulier ¢ € M.
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En effet si 7(A) =0 alors pour tout sous-ensemble F de X.

T(ENA)=0
T(ENA)+7(E/A)=71(E/A) <7(E)<T(ENA)+7(E/A)
T(E)=1(ENA)+7(E/A)=71(E/A)

b) VAe M, X/A¢e M.,.
En effet si A appartient a M, alors :

VE ¢ X 7(E)=7(ENA)+71(E/A).
VE Cc X 71(E)<7(E/(X/A)+717(EN(X/A)

X/ Ae M,.

¢) V(An)pey € MY, U 4pe MY et VECX
neN

+ 7T (E/ U An)

neN

T(E)=> 71

jEN

j—1
n=0

1.5.2.5. Proposition : Soit 7 une mesure extérieure sur X.

a) L’ensemble M, des sous-ensembles T-mesurables de X est une o-
algebre de parties de X.

b) T est une mesure positive compléte sur (X, M)

Preuve : La proposition est juste un résumé des remarques I11.2.4.

1.5.2.6. Définition : Soit (X, d) un espace métrique. Une mesure
extérieure 7 sur X est dite métrique si :

VE,FCX, d(E,F)>0=7(EUF)=71(E)+T1(F)

1.5.2.7. Lemme : Soit 7 une mesure extérieure métrique sur
I'espace métrique (X, d). Si(Ap), ¢ est une suite croissante de sous-ensembles
de X telle que :

A= U An et YneN, d(An, A/ Aps1) >0
neN
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Alors: 7(A) = lim 7(A4,)

n—-+o0o

Preuve :
a) Vn € N A, CAp1 CA

VneN 7(4,) <7(An+1) <7(4)
lim 7(A,)=supt(4,) <7(A)

n—+00 neN

b) Posons : By=A4p et YneN* B, =A, A1
Alors :

Vi, 7 €N ]+2§Z:>BJ CAjetBZ'CA/Az;l CA/AJ+1:>d(Bj,Bi) >0

Donc
VvmeN  1(Agm+r)>7| U B2k+1> = > 7(Bak+1)
k=0 k=0
T (Agm) > 7 ( U sz) = > 7 (Ba)
k=0 =0
Si:

> 7(Bogt+1) = +o0 ou > 7(Bgg) =400 alors lim 7(A,) =400 >7(A)
keN keN n—+00

Sinon :
VneN 1(A)=717|A,U| UBj|| <74+ > 7(By)
i>n j>n
T(A) < lim 7(4,)
n——+00
1.5.2.8. Proposition : Si 7 est une mesure extérieure métrique

sur ’espace métrique (X, d) alors tout borelien de (X, d) est T-mesurable.

Preuve : Soit 7 une mesure extérieure métrique sur ’espace métrique
(X,d).
a) Considérons un sous-ensemble fermé F' de (X, d) et un sous—ensemble
Ade X
Posons :

VneN* A, = {xeA/F:d(x,F) > 1}
n
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Alors : VneN* d(FNAA,) >

T étant métrique, nous avons donc :

3|

VneN* 7(FNA)+7(4,)=7[(FNA)UA,| <7(A) (%)
Remarquons que (Ap), cy- est croissante et

U Av={z€A/F:d@,F)>0}=A/F

neN*
car I est fermé. En outre,

1
Yn € N¥ xe(A/F)/An+1:>5|z€F:d(x,z)<7+1
n

- VyEAn, d(iL’,y)Zd(y,Z)—d(ZC,Z)

1
Anv ) T
=Yy € d(:ny)>n n+1>0
1 1
* > -
W0 € N'd(An, (A/F) /Apir) 2 5 = oy >0

Donc, d’aprés le lemme 11.2.7, 7(A/F) = 1iIJ1ra T (Ap)

Par suite, d’aprés (%), 7 (FNA)+7(A/F) <71(A)

Donc F' est T-mesurable.

b) D’apres a) F={F C X : F fermé de (X,d)} C M;
Donc: B(X,d)=0—A(F)C M,

1.5.3. CONSTRUCTION DE MESURE (Méthode de Carathéodory)

S est une partie non vide de P (X) ayant ¢ comme élément
¢: S8 —Ry telle que ¢ (¢) =0

VAcCX C(A,S):{(En)neNGSN/AC U En}

neN

(4) = inf{ Y C(En) / (En)pen € C(A,S)} si C(A, Q) # o

neN
+00 sinon
1.5.3.1. Proposition : 7 est une mesure extérieure sur X appelée

la mesure extérieure engendrée par (.
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Preuve : -
i) Il est clair que 7 est une application de P (X) dans R..
ii) Posons : Vn € N E,=¢

Alors : (Eyp),cy € C(0,S)
Donc: 0<7(¢) < > ((F,) =0 cest adire 7(¢)=0
neN
iii) Soient AC BCX
Remarquons que C (B, () est inclus dans C' (A, S) . Donc
C(B,(S)=¢ = 7(B) =400 >71(A)
C(B.8) # 0 = 7(B) = nt{ £ C(B) / (Buhuen € C(B,5)} >

neN

inf{ ;NC (En) : (En)pen € C(A,S)} =71(A)
Dansntous les cas : 7(A) < 7(B)

iv) Soit (Ag)pey une suite d’éléments de P (X) avec |J Ay = A

keN
Si > 7(Ag) = 400, alors trivialement 7 (A) < Y 7 (Ag)
kEN keN
Supposons donc > 7 (Ag) < 00
keN

Alors : VkeN, 71(A4;) < +oo
Considérons un nombre réel £ > 0

€
VkeN 3 (Ekn)neN eC (Ak,S) : nZE:NC (E]m) <T (Ak) + 2k7—1
(En) (knynenz €tant un élément de C'(4, S), nous avons :
€
T(A)s X C(Bw) =2 > C(Epa) < 2 |7 (Ak) + gy
(k,n)eN? keNneN keN
T(A) < > 7(Ak) +¢
keN
Cela étant vrai pour tout nombre réel € > 0, nous obtenons :
T(A) < > 7 (A)
keN
Donc 7 est une mesure extérieure sur X.
1.5.3.2. Remarque : Supposons que S est un semi-anneau de

parties de X et ¢ une mesure positive sur (X,S). Notons x lanneau de
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parties de X engendré par S et ¢ I'unique mesure positive sur (X, x) pro-
longeant ¢ [voir II.1.5].
Considérons un sous-ensemble A de X tel que C (A, S) # ¢.

1.5.3.3. Proposition : Si S est un semi-anneau de parties de
X et ¢ une mesure positive sur (X, () alors :

i) 7 prolonge (

ii) o — A(S) est inclus dans M.

Preuve
D’aprés la remarque I1.2.2, nous pouvons supposer que S est un anneau.
a) Soit E un élément de S.
Posons : Eoy=F et YneN" E,=¢
(En)pen est un élément de C (E,S) et par suite :

T(E) < X ((En) = ((E)

neN
V(En)neN € C(E78) C(E) § ;NC(En)
Donc : C(F) < inf{ ZGDN((E) S (En)pen € C(E,S)} =71 (F)

En conclusion 7 (E)=((F).

b) Considérons un élément E de S et une partie A de X.
Alors T(A) <T(ANE)+71(A/E)

Donc si 7 (A) = +oo alors 7 (A) =7 (ANE)+7(A/E)
Considérons le cas ou 7 (A) < 00

Soit un nombre réel € > 0.

3 (En), ey € C(A,S) : ;Ng (En) < 7(A) +¢

(EnNE),cn € C(ANE,S) et (En/E),y € C(A/F,S)

Remarquons que :{ vn €N, ((En) =((EnNE)+((En/E)

Donc :
T(ANE)+7(A/E) < ZGJNC(EnﬂE)+ ;NC(En/E) = ;N[C(EnﬂE)+<(En/E)]
= ZG:NC(En) <7(A)+e¢

Cela étant vrai pour tout nombre réel € > 0, nous avons :

T(ANE)+7(A/E) <T1(A)
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Par conséquent, dans tous les cas :
T(A)=7(ANE)+7(A/E)

Cela étant vrai pour tout élément (E,A) de S x P (X), la o-algebre M-
contient S et par suite o — A (S)

1.5.3.4. Proposition : Supposons que S est un semi-anneau de
parties de X et ¢ une mesure positive sur (X,S). Si A est une partie de X 7-

neN
Alors il existe deux éléments F et G de 0 — R (S) tels que :

mesurable et T—o-finie [EI (An)peny € M7 : A= |J A, et VneN, 7(4,) < +oo.

FCACG et 7(G/F)=0

Preuve :
Soit A un élément de M
a) Supposons que 7 (4) < +00

1
* k . < k _
VkeN 3 (En>neN EC(AS):TA) S T ¢ (En) <)+
VkeN*, GF= |J EF
keN
Posons :
G=( G*
keN
Alors
VEeN*, AcG*eo—R k k) = k
, o (S) et 7(A)<T(G")< > 7(E;)=>C(E})<T1(A)
neN neN
(Gk)k o+ Ctant décroissante, nous avons :

ACGeo—R(S) et T(A)gf(G):kErfooT(Gk) <7 (A)

T(A)=7(G)=7(A)+7(G/A)
(G A) =0

Remarquons que, d’apres 11.2.3, G est T-mesurable et par suite G, A aussi
I’est.
Donc d’aprées ce qui précede, il existe un élément H de o — R (S) tel que :

G/ACH et T(H/A)=7(G/A)=0=71[H/(G/A)]
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En outre,

T(H)=7(G/A)+7[H/(G/A)] =0
Posons : F=G/H.
Alors F appartient & 0 — R (S) et :

{ F=G/HCG/(G/A) = A
T(A)=7(F)+71(A/F)

Puisque A/F =A,/(G/H) C H et 7(H) =0, nous obtenons :
T(A/F)=0 et 7(A)=71(F)
En définitive, nous avons :
FGeo—R(S), FCACG7(G/F)=1(G/A)+17(A/F)=0
2) Supposons qu’il existe une suite (Ay), cy d’éléments de M, telle que

A= A, et YneN, 7(4,) < +o0
neN

D’apres 1) : VneN 3IF,, G,eo—-R(S):
F,CcA,cG, e 7(G,/F,)=0

Posons : F=\ F, e¢ G= |J G,. Alors
neN neN

F.Geo—R(S), FCACQG, G/F:(U Gn> JF=U (G./F)c U (G./Fy,)

neN neN neN

et par suite 7(G,/F) =0.

1.5.3.5. Exemples :
a) Prenons X =R, S=J(R)

i) Considérons
(=t TR)— R,
[a,b[ — b—a
mt la mesure extérieure engendrée sur R par /£
M (R) la o-algébre des parties de R, m!-mesurables
Les éléments de M (R) sont dits Lebesgue-mesurables.

La restriction de m! a M (R) est la mesure de Lebesgue sur R.

Notons : {
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Nous avons : B(R) Cc M(R) et VAe M(R) 3dJF,Ge B(R):F C
ACG et m!' (GN\F)=0.

(Voir I1.3.3 et I1.3.4) ; (R, M (R) ,ml) est un espace mesuré complet
(voir I1.2.5) m?! est I'unique mesure positive sur (R, B (R)) prolongeant ¢ = ¢
(voir I1.1.5.).

ii) Considérons F': R — R croissante, continue a gauche.

¢=(Cp: J(R) — Ry
[a,b[ — F (b) — F (a)

Tr la mesure extérieure engendrée sur R par (p
Notons : R .
Mp la o-algébre des parties de R, 7p-mesurables
La restriction de 7 & Mp est la mesure de Lebesgue-Stieljés associée a F
sur R.
Nous avons :

B(R)C Mp et YAeMp 3HGeB(R):HCACG et 7p(GNH)=0.

(R, Mp, TF) est un espace mesuré complet.
T est 'unique mesure positive sur (R, B (R)) prolongeant (p.
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CHAPITRE 1I : APPLICATION MESURABLE ET
INTEGRALE DE LEBESQUE

I - APPLICATION MESURABLE

X est un ensemble non vide.

I.1. GENERALITES :

I1.1.1. Notation : Soient f: X —Y, SCP(X),

§CP(Y)

a)  f ) {r= E < €}

b)  f(S)={BcC Y f ) €S}

I1.1.2. Proposition : Soient f: X — Y, ACP((X), BC
P(Y).

a) Si B est une o-algebre de parties de Y alors f~!(B) est une
o-algébre de parties de X.

b) Si A est une o-algébre de parties de X alors f(A) est une

o-algébre de parties de Y.

Preuve :
a) B est une o-algebre de parties de Y .

YeEB=X=f1Y)eftB) et f1(B)#¢
Soit A un élément de =1 (B)

dB e B: A=f"1(B)
BeB=Y\BecB=X"A=X\f1B)=f1Y\B) e f 1B
Soit (Ap),cyune suite d’éléments de f~1 (B)
vneN 3B,€B:A,=f"1(B,)

vneN B,eB= U B,eB= U 4,= U f (B
neN neN neN

(ym)erm
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Donc f~! (B) est une o-algébre de parties de X.
b) A est une o-algebre de parties de X
fFl)=Xe A=Y e f(A
Soit B un élément de f (A)

1B eA= f1V\B)=X\J1B eA=Y\Be f(A

Soit (Bp),,cy une suite d’élément de f~1 (A)

neN, f‘l(Bn)€A=>f‘1<U Bn) — U f B eAd=— U Bef(A)

neN neN neN
Donc f (A) est une o-algebre de parties de Y.

I1.1.3. Définition : Soient (X, A) et (Y,B) deux espaces
mesurables. f: X — Y est dite (A, B)-mesurable si :

VBeB f1(B)cA

f est (A, B) — mesurable <= f1 (B) C A<= BC f(A)

11.1.4. Exemples : Soit (Y,B) un espace mesurable. Toute
application f : X — Y est (P (X), B)-mesurable.

b) Supposons que A = {¢, X} et (Y,B) un espace mesurable tel
que :

VyeY{yteB
f: X — Y est (A, B)-mesurable si et seulement si elle est constante.
I1.1.5. Proposition : Soient (X,.A) et (Y,B) deux espaces

mesurables et £ une partie de P (Y') engendrant B. f: X — Y est (A, B)-
mesurable si et seulement si : f~!(¢£) C A.

Preuve
-1
f (A, B)-mesurable —> / §(€)B } = (¢ CA

R c A= ¢C f(A) o-algtbre= B=0—-A(&) C f(A) =
f (A, B)-mesurable.
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I1.1.6. Corollaire 1 : Supposons que X et Y sont deux espaces
métriques. Si f : X — Y est continue alors elle est (B(X),B(Y))
mesurable. [Borel-mesurable ou encore borelienne] .

Preuve

Posons O (X) ={AC X "Aouvert de X} O(Y)={BCY BouvertdeY}.
Alors O (X) C B(X) et O(X) engendre B (X)

f: X — Y continue = f~1(O(Y)) C O(X) C B(X) = f boreli-

enne.

I1.1.7. Proposition : Soient (X,.A), (Y,B) et (Z,7 ) trois espaces
mesurables. Si f: X — Y est (A,B)— mesurable et g : Y — Z est
(B, T)— mesurable alors go f : X — Z est (A, 7 )— mesurable.

Preuve
g (B,T) — mesurable g1 (T)cB
=
f (A, B) — mesurable ftB)ycA

= (go )M =F1gHT) A
=gof (A,7)—mesurable.

I1.1.8. Proposition : Soient (X,.A), (Y;, B;),-; des espaces mesurables,

Y=1]1Y, B=QBi pi:Y — Y, la projection canonique de Y sur Y;
icl iel

(tel). f:X — Y est (A B)— mesurable si et seulement si, pour tout

éléement ¢ de I, f; = p;o f est (A, B;)— mesurable.

Preuve:
Rappelons que B est engendrée par

& :{p;1 (Bi) /i€l et B €B;} = AL,II_/p;1 (B;)
1€
En particulier chaque p; est (B, B;)— mesurable.

a)
[ (A,B) - mesurable
=Viel, f=p;of est
Vi e I, p; (B,B;) — mesurable

(A, B;)— mesurable.
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b) Viel, fi=piof (A, B;)— mesurable =

viel [Np(B)) c A= [THE) =U T (B)) € A= f
(A, B) —mesurable.

I1.1.9. Proposition : Soient (X,.A), (Y,B) deux espaces mesurables,
f: X —Y (A, B)- mesurable et u une mesure positive sur (X, A). Alors

pl B —R,
B p[f71(B)]

est une mesure positive sur (Y, B) appelée la mesure image de p par f.

Preuve
BeB . f1(B)eA
f (A, B)-mesurable i mesure positive sur (X,.A)

= wB)=u[f(B)] Ry
pl () = [f71(9)] = n(g) =0

Soit (By),,cy une suite disjointe d’éléments de B.
(f (B"))neN est une suite disjointe d’éléments de A.

Donc
! (U Bn) = [f‘l (U Bn>

=Y u[f (B = (B

neN neN

U f7(Bn)

neN

=i

Par conséquent uf est une mesure positive sur (Y, B).

I1.1.10. Définition : Soient (X,.4), un espace mesurable et Y un
espace métrique. f: X — Y est dite A-mesurable si elle est (A, B(Y))-
mesurable.

11.2. FONCTION MESURABLE

(X, .A) est un espace mesurable.

I1.2.1. Proposition : Soient D une partie partout dense de R et
f: X —R

Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) f est A-mesurable
ii) VvdeD, f7'(ld,+]) €A
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Preuve
Posons D = {|d,+o0[ /d € D} et & = {]a,+o0[a € R}
D’apreés 1.3.12. 0 — A (&) = B(R)
Puisque D C&, nous avons 0 — A (D) C o — A (€)
Soit a € R.
Il existe une suite décroissante (d,),, .y d’éléments de D convergeant vers

la,+oo[= U ]dn, +o0[ €0 —A(D)
neN
Donc { C 0 — A(D) et par suite 0 — A (§) C o — A(D).
Par conséquent 0 — A (D) =0 — A(§) = A(R)
La proposition découle donc de I1.1.5.

11.2.2. Proposition : Soient D une partie partout dense de R
et f: X — R. Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) f est A-mesurable

i) VdeD, f~1(d,+]) € A

Preuve

Similaire & celle de la proposition précédente en utilisant 1.3.13 au lieu
de 1.3.12.

11.2.3. Remarque : Si f et g sont deux applications .A-mesurables
de X dans C, ¢ un nombre complexe et p un nombre réel strictement positif
alors les applications cf, |f|” et fg sont A-mesurables.

11.2.4. Proposition : Soit (fn),cn une suite d’applications A-
mesurables de X dans R. Les applications

sup fn, inf f,, lim f,, lim f,,sont A-mesurables.
neN neN n—-+oo n—-+o00

Preuve
a) Ya € R {xeX: supfn($)>a} = N{zeX: fu(x)>a} e
neN neN
A.
Donc supf, est A-mesurable
neN
b) VneN, f, A-mesurablel = [V n € N, f, A-mesurable]
= inf f,, = —sup (—f,) A-mesurable.
neN neN
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c) vneN Vk>n  fr A-mesurable

Vn € N, supfr et inf f; A-mesurables
k>n k>n

n—+00 k>n n—-+o0 neN

lim f, = inf [supfy | et lim f, =sup|( inff; ) sont .A-mesurables.
neN k>n

11.2.5. Proposition : Si (fn)pen est une suite d’applications
A-mesurables de X dans R [respectivement C] convergeant simplement vers
f alors f est A-mesurable.
I1.2.6. Définition : 5: X — R(ou C) est dite A-étagée si
elle est A-mesurable et prend un nombre fini de valeurs.
I1.2.7. Notation : §(X,A)={s: X — R (ou C) /s A-cétagée}
I1.2.8. Remarque : Soit s un élément de & (X, A) avec
s(XONA0} ={a : 1 <k <n}
Vk e {1,2,..,n} Ap=s"1(a).
Alors

(Ak)i<p<, est une suite finie disjointe d’éléments de A.
n

s = ), apXy, [représentation standard de s
k=1

I1.2.9. Proposition : Soit f : X — R(ou C) A-mesurable.
Il existe une (s,),cy- d’applications A-étagées de X dans R (ou C) telle
que :

) VnEN sl < [saral S|

ii) (8n)pen+ converge simplement vers f.

iii) si f est bornée la convergence de (s;,), -+ est uniforme
iv) sif>0 alors: Yne N* 0<s, <sp11</.

I1.2.10. Proposition : Supposons que :

£ est un semi-anneau de parties de X.
¢:¢& — R, est une mesure positive o-finie sur (X, ¢)
7 est la mesure extérieure engendrée sur X par ¢ : £ — Ry et m,
la o-algébre des sous-ensembles 7-mesurables de X.
Si f: X — R(ou C) est m,-mesurable alors il existe g : X — R ou
C o — R (§)-mesurable et vérifie g = f 7-presque - partout.

Preuve
Soit f: X — R (ou C) m,-mesurable.
1°* Cas : f=x4avec Acm;

D’apreés la proposition I1.3.4, il existe deux éléments F et G de o — R (§)
telsque: EC ACG, T (G\FE)=0 et par suite 7 (A\F) = 0.
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Posons g = »p.
g est o — R () -mesurable
Alors { Ve € XN(ANE) g(z)= /()

2° Cas : f: X —C m,-étagée.

n
f =72 aixs, avec (a;,A;))€Cxm; pour 1<i<n
i=1
D’apreés le ler cas, pour tout élément i de {1,2,...,n}, il existe g; : X — C
telle que : g; est 0 — R (§)-mesurable, Vo € X\N;, g(z) = x4, (z) avec
7T (N;) =0.
n n
Posons g = > a;g; et N=J N;.
i=1 i=1
g est 0 — R (&) -mesurable
Alors : T(N)=0
Vo € X\, g(z) = f ()
3¢ Cas : Cas général.
D’aprés la proposition IT1.2.9, il existe une suite (fy),, oy d’applications
m.-étagée de X dans R (ou C) convergeant simplement vers f et telle que

D’aprés le 2° cas, pour tout entier n > 0, il existe un sous-ensemble 7 -
néglieable N,, de X et une application o — 2 (§)-mesurable g, de X dans
R (ou C) telle que :

Ve € X\ N, gn (m) = fn (x) .

Posons :

N= U N, et g:< lim inf Regn>+i< lim inf Imgn>
neN n—-+00 n—-+00
g: X — R(ou C) est o —R(£)-mesurable
Alors : T(N)=0
Vo e XN\N, g(z) = lim gn(z) = f(z)

n—-4oo

11.3 - INTEGRALE DE LEBESGUE

A est une o-algebre de parties de X et 1 une mesure positive sur (X, .4)
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11.3.1 INTEGRALE D’UNE FONCTION POSITIVE

11.3.1.1. Notation :

=X A) et & =" (X, A)={p: X — R pet(X A}

11.3.1.2. Définition : Soit s un élément de €1 de représentation
n

standard ¢ = ) a;x4,. L'intégrale de Lebesgue de ¢ par rapport a j est:
i=1

[ () du (z) = [ pdp = z ai (A)

11.3.1.3. Proposition : Soit (¢,,c) un élément de €T x £ x
R,. Alors :

a) cp €& et [epdu=cfodu
b) e tvel et [(p+v)du= [edu+ [Ydu
) ¢<v= [edp< [vdu

d) E v+ p,(E) = [podu = [oxpdu est une mesure positive sur
(X, A).

11.3.1.4. Notation : L(X,A)={f:X —R (ou C) /f A-mesurable}

LP=LT(X,A)={f X —>Ry: feL(X A}

I1.3.1.5. Définition : Soit f un élément de LT
a) L’intégrale de Lebesgue de f par rapport a u est :

ff(rv)du(w)=fdu=sup{/<pdu/<p65+ etOSsoSf}
X
b) f est dite p-intégrable sur un élément E de A si

gfdu = [ fxpdp < +o0

I1.3.1.6. Proposiion : Soient f, g, fn (n € N) des éléments de
LT et c¢un nombre réel positif. Alors :

a) cf €L et [cfdu=c/ fdu
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b)  f<g= [fdu< [gdn
¢) |:V7”L eN, fu< far1 etnEIfoofn = f:| = ngrfooffnd,ul = ffd:UJ

(Théoreme de la convergence monotone de Beppo-Levi = TCM)

Preuve

a) Il clair que ¢ f appartient & £*
Si ¢c=0 alorscf =0 et [c fdu=0=0ffdp=rc [ fdu.
Supposons que ¢ > 0.

Remarquons que Vo, € &, {

Donc :

/Cfdu=sup{/wdu/w€§ et OSwSCf}zsup{/csodu/s0€§ et Oécpéf}

/Cfdu—sup{C/sodu/weﬁ et Oﬁwﬁf}—csup{/cpdﬂ/wES et 0§<p§f}

/cfd,u:c/fdu

b) Remarquons que
f<g={pe0<p<ficl{pel 0<p<g}
Donc
/fduzsup{/sodu/weé, Oéwéf}ésup{/sodﬂ/soéf, OSsoég}:/gdu
Supposons que
VnEN, fn < frsa et lim fo=f.

Alors : vneN, f, < fri1 < f
V€N, [ fodp < [ foprdp < [ fdu[dapres b))

lim /fndu: sup/fnd,u</fd,u
n—+00 neN

Soit «a €]0,1]
Considérons un élément ¢ de €7 tel que ¢ < f et posons :

VneN, B, ={x€ X/ fu(2) > ap(x)}
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(En)pen est une suite croissante d’¢léments de A telle que :

VneN, apxp, < faxg, <foet U E, =X
neN

Donc :
el a[expdis [ faxdn< [ s
D’apres 11.3.1.3 d) liI_sr_l [oxp,du= [ @du

Donc : a [ edu < 1151_1 [ fndp.
n—-+0oo
Cela étant vrai pour tout élément ¢ de r tel que ¢ < f et tout élément
a € ]0,1[, nous avons :

/ fdp < Jim / Fod.

Donc finalement, [ fdu = lirf [ frdp..
n—-roo

I1.3.1.7. Corollaire : Si (fn)pen €st une suite d’éléments de
Lt alors :
/(an) dp = 3. (/fndu>
neN neN
I1.3.1.8. Proposition : (Lemme de Fatou = L.F). Si (fy),ey st

une suite d’éléments de £ (X, A) alors :

li inf f, | dpu < 1 inf nd
/P<n$3%oul f > [L_’njgkoul (/rf H)
Preuve

Considérons une suite d’éléments de (f,), oy d’élément de L7 (X, A) et
posons
v N = inf
n €N, gn= jnf fi

(9n)pen €st une suite croissante d’éléments de £L* (X, A) convergeant sim-

plement vers lirf inf f,. Donc, d’aprés le théoréme de la convergence
n—-—r+oo

monotone, nous avons :
/< lim inf fn> dp = lim inf </ gnd,u>
n——+00 n—-+00

VneN, Ye>n, g, <fi
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VneNVan/gndMS/fkdu

VneN /Qndﬂﬁ ggf/fkdu

li < 1l inf = lim inf
i [t (i [ ] = i o ([ o)

Donc
/ <lim inff> dp < liminf (f,) du
n—-+o00 n—-+o0o
11.3.1.9. Définition : Nous dirons que la proposition P est

vraie p-presque partout sur X [P vraie p — p.p|] ou encore que P (x) est
vraie en p-presque pour tout point de X [P (x) vraie en p — p.t.x de X] si
{r € X := (P(z))} est u-négligeable.

I1.3.1.10. Proposition : Soit f un élément de LT (X, .A)

2 WreRL p(lre X/ (@) >} < [ fd

b) [ fdu=0<= f=0 p-presque partout [u({z € X /f (z) # 0}) = 0]

c) Si f est u-intégrable alors :

f est finie u-presque partout

{z € X/ f(x) # 0} est u— o-finie
ie. [{:ceX:f(a:)#O}: U E,avecVneN"E,eA et p(E,) <+oo

neN*
Preuve

a) Soit un nombre réel r > 0
Ar={zeX/f(x)zrfed et 0<rxu <fxa <f

Donc
) < [ fdp cad p(an < [ s

Posons
P={zecX/f(z)#0} ={ze X /f(z) >0}

i) Supposons que
f=0 p—pp cad p(P)=0

n
Soit ¢ un élément de ¢ de représentation standard © =) a;xa,
i=1

avec 0 << f

ViG{l,Q,...,n} ai>0:>AiCP:>u(Ai):O
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Donc : [ pdu =0
Par suite

/fdu:sup{/apd,u/goei et Oggogf}zo
ii) Posons
Vn € N¥, En:{a:EX/f(at)leL}

(En),en- est une suite croissante d’éléments de A telle que :

P= |J E,etVneN ,u(En)gn/fdu
neN*
Supposons que : [ fdp=0
Alors Vn e N* u(E,) =0
Donc pu(P) = ligrl p(En) =0 et par suite f=0, p—p.p
Supposons que [ fdu < 400
Alors VYn € N*, p(E,) < 400 et par suite P est o-finie.
iii) Posons Vne N*, A, ={x € X /f(x) >n}
(An),en- est une suite décroissante d’éléments de A telle que :

(€X:f(2)=—+o0} = ] An et ¥ne N, M(An)gl/ fdu
neN* n

Supposons que [ fdu < 400
Alors

p{r € X o f(z) = +oo}) = lim p(4n) =0,

11.3.2 INTEGRALE D’UNE FONCTION A VALEURS DANS R

11.3.2.1. Notation : Soit : f: X —R
fT = max{f,0} = partie positive de f

. f~ =max{—f,0} = —min{f,0} = partie négative de f

11.3.2.2. Remarques : Soit : f:X — R

) f=fT—J et [fl=ft+ /"

b) f est A-mesurabe <= f* et f sont .A-mesurables.

11.3.2.3. Définition : Soit f un élément de L =L (X, A,@) =
{9: X —R/geL}

a) Si fT ou f~ est p-intégrable alors l'intégrale de Lebesgue de f
par rapport a u est :

JF @) dn @) = [ran= [ srau- [ 5au
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b) [ est dite p-intégrable si [ fdu est un nombre réel.
c) f est dite p-intégrable sur un élément A de A si [ fdu = [ fyadu
A

appartient a R.
11.3.2.4. Remarques :

1) Soient f et g deux éléments de L.

a) f p-intégrable <= f1 et f~ p-intégrables <= |f| u-intégrable.
) [ wintégrable = | [ fdu| < [|fldu= [ frdu+ [ f~dp.

) f w-intégrable et |g| < |f| = ¢ wp-intégrable.

o o

Q.

) [ p-intégrable = Ve € R,¢f p-intégrable et [cfdu=c [ fdp.

En effet, pour tout nombre réel ¢, c¢f J-mesurable et |cf| = |c||f]
f wp-intégrable = |f| p-intégrable = |cf| p-intégrable = cf u-
intégrable.

¢z 0= () =cf et (ef) =ef = [edu=[(entau- [ () d
= /cf+du—/cf_du
C[/ﬁdu—/ fdu] —6/ fdu

< 0= (N =ef et (ef) = ef = [ef = (e an [ () au

_ /—cf‘du—/—cf+du
_ _c[/f—du—/f+du}=c[/f+du—/f—du]zc/fdu

e) f p-intégrables = p ({x € X : |f (z)| = +o0}) =0
En effet

{reX:|f(z)) =40} ={zeX:fT(z)=—4c}U{z e X: f (z)=+00}.

D’apreés a) et la proposition I1.3.1.10 c¢) nous avons :
f p-intégrable = f*, f~ u-intégrables =—

p({zeX:ff(x)=400})=0=p({ze X/ f (z)=+oc0})
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2) Considérons sur Ly la relation binaire R définie par

Vfgelg, fRg<= f=gu—pp
a) R est une relation d’équivalence sur Ly
b) VfgeLlyg f=gp—pp<= ft=g9p—ppet f~=
9~ mw—pp. = |fl =lg| p—pp
) VfecLlg [Ifldp=0<+=f=0 p—pp

En effet d’apres 11.3.1.10.b)
[171dn =0 = 11=0 - ps

Par suite [ |fldu=0<= f=0 p—pp

d) Vf,g9 € Ly, [ p-intégrableet g=f p—pp=g p-intégrable
et [gdu= [ fdu

i) Supposons que f,g € LT, f p-intégrable, g = f u— p.p.

Posons D={zecX: f(zx)#g(x)}.
Alors

p(D)=0, 9=9xx p+9Xp =fXx, D+ 9XD, f=FXxx, D+ XD

D’apres la proposition 11.3.1.10 b)

/ﬁmﬂuzozjjmﬂu

Par suite, d’aprés le corollaire 11.3.1.7

/gd,u = /QXX/Dle'/gXDdM:/fXX/Dd#+/9XDdM:/fXX/DdM
= /fXX/DdH+/fXDdN:/fdM

et [ fdp < 400 = [gdp < +oc.

ii) Le cas général découle de i) et de b).

e)Vfigelg, f=9g pn—ppeVceR, cf=cg p—pp.
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I1.3.2.5. Notations
a) LL=LL(X,Ap)={f: f S ﬁi(X,A,m}

b) VFELlXAu fF () = [Fdp= [ fdu
avec [f]=F
11.3.2.6. Proposition :
a) L' (X, A, i1) est un espace vectoriel sur R
b)
Ll (X> Aa /’L) - R+
F — |Flly = J IF|du

est une norme

c
)
1
L (Xj?A, 1) —i}ﬂlitlu est une forme linéaire positive et continue.

Sur (L' (X, A,2). ) on a
V (¢, F) € RxLY (X, A, ) [cFdu=c [ Fdu
VEGe L (X,Ap?, [(F+G)du= [ Fdu+ Gdp
VFeL (X, Ap) F>0= [Fdu>0

‘/qu' < /IF\duz 1F]ly

11.3.3 ESPACE L' (X, A, n)

11.3.3.1. Notation :
a) ﬁo = [,0, (X, .A) = [,0@ + iﬁoﬁ
b)  VfeLy[fl={9€Lo: f=gpn—pp}

11.3.3.2. Remarque :
Vf,9 € Lo, [fl=lg] = [Ref]=[Reg] et [Imf]=[lmg] = [f] =
11.3.3.3. Notation :

a) YV fg€Lo Re[fl]=[Ref], m[f]=[mf], [f]=[f]
1Al =111
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b)  L'=LN(X A p) = L% (X, A p) +iLE (X, A, p)

c) Vfel'[f(x)du(z)= [fdu= [Refdu+i[Im fdu

d)  L'=LY(X Ap) = LYy (XA p)HL (X, Ap) = {[f] = f € LM (X, A )}

e) VFe L', [F(z)du(z)= [ fdu= [ Fdu = [Re Fdu+i [Im Fdpu

f) V(e f) € CxLo, c[f] = [cf]

g Y(fg) el [f1+[g=1f+d

11.3.3.4. Proposition : (Théoréme de la convergence dominée de
Lebesgue)

Soit (fn)pen une suite d’éléments de Lo convergeant pu-presque partout
vers un élément f de Lo. S'il existe un élément g de £! tel que :

VneN, |fu| <g p—pp. Alors f, (n €N) et f appartiennent a £}
et :

nllg-loof |f — fulduw =0 et par suite nll)r_ir_looffndu = [ fdu

Preuve

fn€£0 1
a) Vn e N ful < ge Ll = fnel

vneN, [ful<g IfI<g n—pp
' — . 1= fert
ngrfoofn—f p— p-p- feLy,gelt } !
b) 1¢" Cas : Supposons que f et fy, (n € N) sont a valeurs
dans R.
Puisqu’elles sont p-intégrables, il existe des applications p-intégrables k,
h, hy (n € N) de X dans R telles que :

kelgl,helf], VneN, hy, < [f]
lim h, = h

n—-+00

VneN, |hp| <k et |b <k

VneN, k+h,>0eth—Fk,>0

D’apres la proposition IV.2.7. et le lemme de Fatou,

/kd,u—i—/hd,u—/(k—i—h)du—/ lirf (k+ hy)dp < lilf inf [/(k—i—hn)du}

= lim inf [/ kdu—i—/hnd,u] :/kd,u—i- lim inf [ h,du
n—+00 n—-+o00
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/kd,u—/hduz/(k—h)du: 1im/(k—hn)dugngr+nooinf [/(k—hn)d,u]

n——+00
= l_iirm inf [/ kdp — /hnd,u] = /kd,u— lir_ir_l sup/hnd,u
Donc
lirf sup/hnd,ug /hd,ug hI—iI-l inf [ hpdu
D’ou

i [ o= [ b

im [ fadp = / fdp

c’est- a - dire

28me Cas : Cas général
im [fn,—f|=0 p—pp.
n——+0o00
Nous avons : VneN, |fo—fI<Iful+1f1 <29 p—pp.
2g € L}

Donc, d’apres le 1" cas, nous avons :

lim [f, — f]dp=0

n—-+00

11.3..3.5. Corollaire 1 : Soit (fn),ey une suite d’éléments de
Lo. Si > f]fn|d,u < 400,
neN
alors
i) >~ fn converge u-presque partout

neN

i) (S )= franee

I1.3..3.6. Corollaire 2 : Soit (E,d) un espace métrique, A un
sous-ensemble de E,ty un élément de Padhérence A de A dans (E,d) et f
une application de X x A dans R ou C telle que :

i) Vte A x+— f(z,t) appartienne a Lo.

ii) tli_)ngof (x,t) = fo(x) p-presque partout.
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iii) Il existe un élément g de £ (X, A, i) tel que, pour tout élément
tde A, | f(z,t)| < g(z) en p-presque tout point = de X.

Alors fo est p-intégrable et [ fo (z)du = tlin? [f (z,t)dp.
X e

Preuve
Considérons une suite (¢,),~; d’éléments de A convergeant vers ¢y et
posons, pour tout entier n > 1: f (z,t,) = fn (2).
Alors :
YneN, f,€L
lim fn, = fo p—pp

n—-+00
VneN [ful <g p—pip;
ge LM (X, A p)

D’aprés le théoréme de la convergence dominée, fy est u-intégrable et
[fo(x)du(x) = lim [fo(z)du(x)= lim [f(z,t,)du(z).
X n—>+ooX n—>+ooX

Cela étant vrai pour toute suite (¢,),~,; d’éléments de A convergeant vers
to, nOUS avons :

Jfo(@)du(z) = lim [f(z.t)dp(z).
X X

11.3..3.7. Corollaire 3 : Soient I un intervalle ouvert de R et
f:X xI— R (ouC) telle que :

i) Vtel, x+— f(x,t) appartient a Ly.

ii) Jtg €1 : 2+ f(x,ty) appartient & L1 (X, T, ).

iii) ANeA: p(N)=0 et of (x,t) défini en tout point (z,t)

ot
de (X/N)xI.
iv) Jge LY(X, Ap): Vtel g{ (z,t) < g(x) en p-presque
tout point z de X...
Alors pour tout élément ¢ de I, x — %: (x,t) est p-intégrable et :
of d
— (x,t)d, = — t)d .
o @ tdule) = 5 [ Fe)du(a)
Preuve

Soit ¢ un élément de 1.
Posons : V' e N{t} = A, Vze X W, ¢(z,t')=

Alors :
V' € A, x — ¢ (x,t') appartient & Lo.

f(:l,‘,t/) _f<x7t)
t—t
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88{ (z,t) p-presque partout.
of

V€A Yee X \WN, Ir=(z,t)el:p(xt)= 8t( z,t)

Vi eA |o(zt) <g(x)en u-presque tout point = de X et g est
-intégrable.

hmgo (z,t") =

0
Donc, d’apres le corollaire V.3.8, x +— or (:c t) est up-intégrable et :

0 . , N — ,
5 @) du(o) = Jim o ot du () = fim T2 =L 0

Remarquons que :

Vu € INA{to}, Ve € XNN, v=v(z,u)€l: f(x,u) :f(x,t0)+(ut0)aajtc(m,v)

Vu € INA{to}, Yz & X\N,|f (2, u)] <|f (z,t0)] + |u—to| g (z).
Or:

x+— f(x) appartient & Lo

Vu e I\ {to}, { x> f(z,u) + |u—to|g(x) appartient & L' (X,A,u)

Donc: Vuel, xz+— f(x,u) est p-intégrable.
Par conséquent :

(z,t') — f(x’t)du(x) _

VteAf o

(@)~ £ .0 dn <x>]

et par suite :

S| @ - [ @ auo)| = 17 @0

f xtdu()—h
x 0 —t X

t/

I1.3..3.10. Proposition : Soit une fonction p-intégrable. Pour
tout nombre réel € > 0, il existe une application A-étagée complexe ¢, telle
que :

o < |fl w—p.p. et /If—%!du<€
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Preuve : f étant p-intégrable, il existe h : X — C A-mesurable
et telle que h = f u—p.p.

Il existe une suite (s,),cy d’applications A-étagée de X dans C, con-
vergeant simplement vers h et telle que

VneN |s < |h|

h étant p-intégrable, le théoréme de la convergence dominée s’applique
a (Sn)pey et donne

lim /|h—sn|d,u=0

n—-+o0o

VecR], dneN:VneN nZnE:>/|h—sn\du<5

Il suffit de prendre, pour nombre réel € > 0, . = s,_.

11.3.4. INTEGRATION SUR R

Nous supposons que X = R, A est la o-algébre des sous-ensembles Lebesgue
mesurables de R et ;1 = m! la mesure de Lebesgue sur R.

11.3.4.1. Proposition : Soit f une fonction complexe bornée
sur un intervalle [a,b] de R. Si f est Riemann intégrable sur [a,b] alors
I’application g de R dans R définie par :

1. o
0 sinon , est m -intégrable [Lebesgue-intégrable]

et /gdm1 = /abf(x)da:.

g(z) = {f(a:) si z € [a,b]
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CHAPITRE III: ESPACES PRODUITS ET LES ESPACES LP

I1I. INTEGRATION SUR UN ESPACE PRODUIT

J est une o-algebre de parties de X et p une mesure positive sur (X, J).
R est une o-algebre de parties de Y et v une mesure positive sur (Y, R).

II1.1. PRODUIT D’ESPACES MESURES

II1.1.1. Notation Soit F une partiede X xY et f: XxY — Z.
a) Pour tout élément = de X, la section en z de :
Eest E,={yeY  (z,y) € E}
f est fo:Y — Z
yr— fo(y) = [ (z,y)

b) Pour tout élément y de Y, la section en y de :
Eest FEV'={zeX/ (z,y) €FE}

f est
fv: X — 7
o fU() = f(z,y)
I11.1.2. Proposition : Soit (z,y) un élément de X x Y.
Considérons
Py - Y — X XY et ¢ X —XxY
b— (z,0) a— (a,y)

Alors, pour toute partie de X x Y, E, = ;1 (E) et EY = (¢¥) " (E)

I11.1.3. Proposition : Soient E, F, FE, (n € N) des parties de
X XY et (z,y) un élément de X x Y. Alors :

o () Sy (Y ) -y
0 () =(am) « (05) -0

c) (E/F)x: ./ F, et (E/F)Y=FEY/FY
d) FCF=—E,CF, et EYCFY

Preuve
Conséquence immédiate de la remarque précédente.
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I11.1.4. Notation : N={AxBCXxY/(A B)eJxR}

D’apres les propositions I.1.4 et I.3.1 € est un semi-anneau de parties
de X x Y engendrant J ® R. Nous allons définir sur J ® R une mesure liée
de fagon "naturelle" & p et v et examiner les liens entre l'intégration sur
X x Y par rapport a cette mesure et I'intégration sur X et Y par rapport
a p et v respectivement.

IT1.1.5. Proposition :
C:Q— R,
Ax B+— pu(A)v(B)
v sont o-finies sur (X, J) et (Y,R) respectivement, alors ¢ aussi l’est sur
(X XY, JOR).

, est une mesure positive. En outre, si p et

II1.1.6. Notation : a) 1 X v est la mesure extérieure sur
X XY engendrée par (.
b) J ® R est la o-algebre des parties de X, p X wv-mesurables.

I11.1.7. Remarques

a) NCo—-—AQ)=JR C JRNR (voir I1.3.15 et IT1.3.3

b) (X XY, JQR, pz v) est un espace mesuré complet et ux v
prolonge (.

(voir ITI.2.5 et II1.3.3).

c) Si g et v sont o-finies sur (X,J) et (Y,R) respectivement alors

1 X v est 'unique mesure positive sur (X x Y, J ® R) prolongeant
¢ (voir IL.1.5 et II.1.6).

VEEIJRR IFGEIJRIR:FCECG et uxv(G/F)=0
(voir I1.3.4).

IT1.1.8. Définition :

a) La restriction de g X v & J ® R est appelée la mesure produit
de p et w.

b) (X XY, J@R,u X v) est I'espace mesuré produit de (X, J, u)
et (Y,R,v).

I11.1.9. Proposition :

a) VEEIRR V(z,y) € X XY (Ey, BY) € R X J

b) Sif: X xY — R (ouC) est J ® R-mesurable alors, pour tout
élément (x,y) de X x Y, f, est R-mesurable.

Preuve
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a) Posons C={EC X XY :V(z,y) € X XY, (Ex,EY) € R x J}
Soit A x B un élément de €.

B sized
¢ sinon

A st yeB
¢ sinon

V(z,y) € XXY (AxB)x—{ , (A x B)y—{

V(z,y) e X xY ((AxB),(AxB)Y)e R®J

A xBecC

Donc Q2 C C
Soit (Ep),,cy une suite d’éléments de C.

V(z,y) € X XY, <U En> = Bz €R et <U En)y:UE;E{efj

neN neN neN

U E,ecC
neN

Soit E un élément de C

(XXY/ E),=(XxY),/E. =Y/ E,cR

V(z,y) € X x Y, { (XxY/EY=(XxY)/E'=Y/EV€J

XxY/EeC

Donc C est une o-algébre de parties de X x Y contenant 2.
Par suite J@R = o — A(Q2) est inclus dans C.
b) Soit f: X xY — Z (=R ou C) J®R -mesurable.

V(z,y) e XxY VCeB(Z) £, (C)=[f1C)], €B et () (C)=[f"(C)]" €A
V(z,y) € X xY, f, est B- mesurable et fY est A-mesurable

I11.1.10. Proposition : Supposons que p et v sont finies sur
(X,3) et (Y,9R) respectivement. Pour tout élément F de J ® R
i)
X —_— R+

r v (E,) est J-mesurable
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ii)

Y 7 Ry , est R-mesurable
y +— p(EY)
IT1.1.11. Proposition : Supposons que p et v sont o-finies sur

(X,3) et (Y,MR) respectivement.
Pour tout élément F de J ® R
i)
X+— R,
x+— v (FE;), est J-mesurable
i)
Y+ — R_A,_
X — p(EY), est R-mesurable

i) [o(Ey)du(z)=p x v(E)= [n(EY)dv(y).
X X
IT1.1.12. Proposition : (Théoréeme de Tonelli)

Supposons que p et v sont o-finies sur (X, J) et (Y, ) respectivement,
si f: X xY — R, est J® MR-mesurable alors :

i)

X — Ry , est J-mesurable
r — [y f(2,y)dv(y)
ii)
Y —_— R+

y +— [f(z,y)dp(z) > est R-mesurable
X

i) [ff@,y)dv(y)] duw) = | f<x,y>duxv<x7y>=fLfﬂx,y)du(m)} o (y).
X WY Y

XxY

I11.2. ESPACES L”

J est une o-algébre de parties de X, ;1 est une mesure positive sur (X, J)

400 si p=1
p = ]%sil<p<+oo Ve[l 4+
1 si p=+4o

I11.2.1. ESPACES LY (X,3, 1)
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111.2.1.1 Rappels : Soient un intervalle I de Ret f: I — R
a) f est dite convexe sur I si Vz,y €l Vae€[0,1]

fll-a)z+ay<(1-a)f(z)+af(y).

b) Supposons que I est ouvert. Les conditions suivantes sont équiv-
alentes :

i) f convexe sur [

ii) Veel dmeR: Vael f(x)>f (¢)+m(z—c)

c) Supposons que [ est ouvert et f deux fois dérivable sur I. Alors
les conditions suivantes sont équivalentes :

i) f convexe sur I

ii) Veel f"(z) >0
I11.2.1.2. Lemme : Vaz,ye Ry VYae 0,1],

Ty < (1-a)z+ay

Preuve
Considérons : f:Ry —R
xr— f(x)=—logx
1 1
Alors : Ve eRL f (z)=—— et f/<x):72>0
x x

Donc f est convexe sur RY et par suite

Ve,y e RLVael0,1[-log[(l-a)z+ay] < —(1—a)loge —alogy

= (1—a)logz+ alogy <log[(1 —«a)z+ ay]
= log [z17y*] <log|[(1 — o)z + ay]
= gyt <(l-a)z+ay
111.2.1.3. Notation : Soit p un élément de R

a) Y feLlo(X,3,m fl,=[f 1 du]""
b) L7 (X3, = {f € Lo(X,3,m) ¢ fl], < +oo}

111.2.1.4. Remarques : Soit p un élément de R*
a) Vf,QEEO(X,:},,Uz)

JeLr(X,3,m) <0< |f], < +oc

[fll,=0<= f=0p—pp.
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fell(X,3,p) et g=fpu—pp=geLl(X,J,un) et |gl,=IfI,

b) V(A f) € CxLP(X,T, p), Af € LP(X,J,p) et .
1A= Sl = AL,

I11.2.1.5. Proposition : Supposons que u est o—finie et 1 < p < 400.
Si:

o g: X — R ou C est J-mesurable

° fg est u—intégrable pour tout élément f de
S={p: X - C:p J—étagée et p intégrable}

. M(g) =sup{[ fgdp: f €S, [Iflp =1}
Alors g appartient & LP' (X, 3,u) et ||gll,, = M(g).

Preuve
Si ||g|ly = 0 alors g = 0 et la proposition est évidente.
Supposons donc que ||g||,y # 0

1) 1 cas : Supposons que 1 < p < 400

Considérons une suite croissante (X, )nen d’éléments de J telle que :
X = UN Xn et Vn e N, u(X,) < 400
ne

Soit (¢, )nen une suite d’applications J - étagées de X dans C, con-
vergeant simplement vers g et telle que : Vn € N, | ¢, |<] ¢, 41 [<| 9|
Posons Vn € N, g, = v, xx,,

Alors :
vneN, goeSet |gnl<|gl

(gn)nen converge vers g simplement
Posons Vn € N, fr = (|lgnlly)' ™ | gn [P~ sgn(g) ou Vz € C,
sgn(z) = etArg(2)
Alors Vn e N, || fullp =1 et f | fogn | diw = |\gnllpy
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D’aprés le lemme de Fatou, nous avons :

IN

loly < Jim_inf guly = lim_inf || fug | du

= lim inf/fngndu < M(g) < +o0

n—-+oo
Donc g appartient & Ep/(X,ﬁ,u).
2) 2%M¢ cas : Supposons que p = 1, c’est-a-dire que p’ = +oo
a) Considérons un nombre réel € > 0 et
A ={z e X :|g(z) |2 M(g) +¢}

Supposons que p( A:) >0
Alors, puisque p est o— finie, il existe un élément B de J tel que :

BC Acet 0 < pu(B) < 400

Posons f = u(B) tsgn(g9)xp
Alors :

fedet|fll=1

[ fodp= [w(B) | g|xpdn>M(g)+e

Cela contredit I'hypotheése, donc p( A:) = 0 et par suite
9|l 00 < M(g) < +o00. Donc g appartient & L7°°(X,J,u).
b) D’apres l'inégalité de Holder, nous avons

Vf €S avec |fll, = 1| / Fadi 1< 1 f Il = llgly

Donc M(g) < ||gll,
Par conséquent ||g||,y = M(g).

I11.2.1.6. Proposition : Supposons que 1 < p < 400. Si f appartient a
LYRE, M(RY), m9) et £P(RY, M(R?), m?) alors:

i) pour mé—presque tout élément z de R?,
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hy: RY—SRouC

est m?—mesurable.
y flz—y)gy)

ii) = frg(z) = [pa f(@—y)g(y)dm®(y) est un élément de LF(R?, M(RY), m?)
et [|f glly < I /1l1lgllp-
Preuve

I111.2.2 MODES DE CONVERGENCE
[, (fn)nen sont des applications A-mesurables de X dans R ou C.

111.2.2.1. Définition : (fn)pen converge vers f en mesure si :

VreRy, lm (s € X/ |fla) ~ f @) 2 1) =0

I11.2.2.2. Définition : Supposons que 1 < p < 4+00. (fn),en
converge vers f dans

(XA p) s T |lfa—fll, =0,

111.2.2.3. Proposition : Supposons que 1 < p < 4o0. Si
(fn)pen converge vers f dans LP (X, A,p) alors (fy),cn converge vers f
en mesure.

Preuve
Supposons un élément r de R* et posons E,, = {x € X /| f, (x) — f (z)| > r}
1°" Cas : 1<p<+o0.

1 p
w(En) < <r | fro — pr> (d’apres 1V.1.10)
Nous avons :

Donc lim p(E,) =0
n—+00

2%™me Cas : p = +00.
nli)I_IFloonn—fH+oo = O:>[EInOEN:VnZn0, an—f||+oo<7“]

= [FnoeN:Vn>ny p(E,) =0
= lirf w(E,) =0
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Donc (fp), ey converge vers f en mesure.

I11.2.2.4. Proposition : Si (fn)pen converge vers f en mesure,
alors il existe une sous-suite (fp,),cy de (fa),en qui converge vers f p-
presque partout.

I11.2.2.5. Proposition : Supposons que u est finie et que les
applications (fy,)nen et f sont a valeurs finies p-presque partout. Si (fn)nen
converge vers f pu—presque partout alors :

a) (fn)neny converge vers f en mesure
b) (fn)nen converge vers f presque uniformément, c’est-a-dire que :

n(Ns) <6
Vo e N*, 3 Nse A:
(fn)nen converge vers f uniformément sur X/ Nj

(Théoréme d’Egorov)

Preuve :
Supposons que (fy,)nen converge vers f p—presque partout.
Posons : F'= {z € X : f(z) fini, Vo € N, f,(z) fini, lim f,(z) = f(x)} et
N=X/F.
Alors : N € Aet pu(N) = 0.

a) Considérons deux nombres réels 7 > 0 et € > 0
Posons Vm € N, F, ={x € F:Vn >m, | fo(z) — f(z) |< T}
Alors :

WX /] ) < p(X) < +00

(X /F! )men est décroissante et ﬂN (X/F) ) =X/ UN FE' =X/ F
me me

Donc lim u(X /F),) = (X ,/ F) = pu(N) = 0.
Par conséquent : Im. € N: u(X / F}, ) <e.
Or Vn > me, {z € X | fu(z) — f(x) <7} C X/ F,_
Donc : Vn>m., p({x € X | fu(z) — f(z) |<71}) <e
Par suite nll)l}_loou({af € X | falz) — f(z) |< r}) = 0. Ainsi (fn)nen

converge vers f €11 1mesure.
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b) Considérons un nombre réel § > 0

Posons:W{:GN*,]\7(§“:X/F,7;LE avecr:%ets:i

2k
Alors :
WNE ) < 5
Vn>ms, VreNE | fale) - f(o) |<
2
Posons Ns = UNéC
keN*
Alors : Ny € Aet u(Ns) < S p(NF) < S & =96
keNx keN~
En plus nous avons :
VkEN*,Van%,
2
1
sup | fu(z) = f(2) |< sup [ ful2) = f(2) [< ¢
z€X /Ns zeX Nk

c’est-a~dire que ( f)nen converge vers f uniformément sur X Nj.

I11.2.2.5. Remarques : Dans la proposition précédente, la finitude de
1 est essentielle. Par exemple, supposons que :

(X, A p) = (R, M(R), m")
Vn €N, fo = X[, nt1
F=0
i) Ve € R, lim fu(z)=0= f(z)

Ainsi (f,)nen converge vers f simplement et par suite m!— presque

partout.

ii) vne N, mt({z e R:| fo(z) — f(2) |>1}) =mi([n, n+1]) =1

Ainsi (f,)nen ne converge pas vers f en mesure m!.

iii) Considérons un élément N de M(R) tel que m!'(N) < 1.

VneN, dz, € (R/N)N[n, n+ 1]
vn € N, 3z, € (R/N) avec | fp(z) — f(z) |= 1.

Donc (f,)nen ne converge pas vers f uniformément sur R,/N.
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1

Par suite (f,)nen ne converge pas vers f m'—uniformément.

I11.2.2.6. Définition Supposons que 1 < p < +00. (fn)nen converge vers
f faiblement dans £P (X, A, u) si:

Vg e LV (X, A, ), nligloo/fngdu = /fgdu

IT11.2.2.7. Proposition : Supposons que 1 < p < +00. Si (fn)nen
converge vers f dans LP (X, A, u) alors (fy)nen converge vers f faiblement

dans LP (X, A, p).

Preuve :
Vg e LV (X, A, p),Vn e N, | [ fugdp— [ fodp |< [ | fu—F 1l g
4 < 1fn — Fl gl |
Donc lim || f, — fll, =0= Vg € LV (X, A, ), lirf [ fagdp = [ fgdp.
(C.QED)

Le tableau suivant résume les résultats de ce paragraphe, en matiére de
convergence.

Convergence yp —p.p =~ —— — — — — — — — — — — —— —  converge [ — p.u

)

convergence faible

convergence en mesure y <« convergence dans LP (X, A, ) dans £P (X, A, 1)

— implique
..... — implique pour une sous-suite

————— — implique si est p finie



