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CHAPITRE I : ESPACES MESURES

I. ESPACE MESURABLE

X est un ensemble non vide. P (X) est l�ensemble des parties de X.

I.1. SEMI-ANNEAU

I.1.1 Dé�nition : Une partie S de P (X) est un semi-anneau si :

i) S 6= �

ii) 8A;B 2 S; A \B 2 S

iii) 8A; B 2 S; A�B 6= � =) A�B admet une S-partition �nie [partition �nie en éléments de S] :

I.1.2. Exemple
J = f[a; b[��1 < a � b < +1g est un semi-anneau de parties de R.

I.1.3. Proposition : Soient S un semi-anneau de parties de
X; fAi : 1 � i � ng une partie �nie de S.

a) Si A est un élément de S tel que A�
nS
i=1

Ai 6= � alors A�
nS
i=1

Ai admet

une S-partition �nie.

b) si
nS
i=1

Ai 6= � alors
nS
i=1

Ai admet une S-partition �nie fSk : 1 � k � mg.

Preuve
a) Raisonnement par récurrence sur n.

� n = 1

A; A1 2 S

A�A1 6= �

9=; =) A�A1 admet une S-partition �nie [d�après I.1.1]
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� Supposons la propriété vraie à un certain ordre n � 1 :�
A; A1; A2; :::; An 2 S; A�

nS
i=1

Ai 6= �

�
=) A�

nS
i=1

Ai

admet une S-partition �nie.
Considérons des éléments A; A1; A2; :::; An; An+1 de S tels que

A�
n+1S
i=1

Ai 6= �

� 6= A�
n+1S
i=1

Ai � A�
nS
i=1

Ai =) A�
nS
i=1

Ai 6= �:

D�après l�hypothèse de récurrence A�
nS
i=1

Ai possède une S-partition �nie

fSk : 1 � k � pg

A�
n+1S
i=1

Ai =

�
A�

nS
i=1

Ai

�
�An+1 =

�
pS
k=1

Sk

�
�An+1 =

pS
k=1

(Sk�An+1)

Posons K = fk 2 f1; 2; :::; pg : Sk�An+1 6= �}
8k 2 K; Sk�An+1 admet une S-partition �nie fSkj : 1 � j � qkg :

Il est clair que fSkj : k 2 K; 1 � j � qkg est une S-partition �nie deA�
n+1S
i=1

Ai.

Donc la propriété est vraie à l�ordre n+ 1:
Par conséquent elle est vraie à n�importe quel ordre n 2 N�:
b) Supposons que

nS
i=1

Ai 6= �:

Posons :

B1 = A1; 8i 2 f2; :::; ng Bi = Ai�
i�1S
j=1

Aj

I = fi 2 f1; 2; :::; g : Bi 6= �g
D�après a), pour tout élément i de I; Bi admet une S-partition �nie fSik : 1 � k � qig :
fSik : i 2 I; 1 � k � qigest alors une S -partition �nie de

S
i2I

Bi =
nS
i=1

Bi =

nS
i=1

Ai:

I-2 ANNEAU

I.2.1. Dé�nition : Une partie R de P (X) est un anneau si :
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i) R 6= �

ii) 8A; B 2 R A [B 2 R

iii) 8A; B 2 R A�B 2 R

I.2.2. Exemples

a) f�;Xg et P (X) sont des anneaux de parties de X.

b) fE � X : E possède un nombre �ni d�élémentsg est un anneau de par-
ties de X.

I.2.3. Proposition : Soit R un anneau de parties de X.

a) � 2 R

b) 8A; B 2 R A \B; A4B 2 R

Preuve

a) R6= � =) 9A 2 R=) � = A�A 2 R

b) Soient A; B 2 R; A; B 2 R=)A [B; A�B; B�A 2 R

=)A[B; A4B = (A�B)[ (B�A) 2 R
=)A[B; A4B; A\B = (A [B)� (A4B) 2 R

I.2.4 Proposition : Si fRi : i 2 Ig est un ensemble d�anneaux de
parties de X alors R =

T
i2I
Ri = fA � X�8i 2 I A 2 Rig est un an-

neau.

Preuve
Soient fRi : i 2 Ig un ensemble d�anneaux de parties de X et R =

T
i2I
Ri

� [8i 2 I � 2 Ri] =) � 2 R=) R 6= �

� Soient A; B 2 R. A; B 2 R =) [8i 2 I A; B 2 Ri]
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=) [8i 2 I A [B; A�B 2 Ri]
=) A [B; A�B 2 R:

Donc R est un anneau
I.2.5. Dé�nition : Soit � une partie non vide de P (X). L�intersection

de tous les anneaux de parties de X contenant � est l�anneau R (�) engendré
par � :

R (�) =
T
i2I
Ri où f Ri : i 2 Ig = fR � P (X) : R anneau et � � Rg

I.2.6. Proposition : Soit S un semi-anneau de parties de X.

R (S) =
�
E � X : 9 (Si)1�i�n 2 S

n avec E =
nS
i=1

Si

�
[ f�g

Preuve
Posons

R =
�
E � X : 9 (Si)1�i�n 2 S

n avec E =
nS
i=1

Si

�
[ f�g

i)

(1) � 6= S � R=) R 6= �
(2) Soient A; B 2 R.
Si A = � ou B = � ou A = B alors fA [B; A�Bg � fA;B; �g � R.
Supposons donc A 6= � 6= B

Alors A =
nS
i=1

Si et B =
mS
j=1

S0j avec (Si)1�i�n 2 Sn et
�
S0j

�
1�j�m 2 Sm

* Posons Sn+j = S0j pour 1 � j � m

Alors (Si)1�i�n+m 2 Sn+m et A [B =
n+mS
i=1

Si 2 R

* A�B =
�

nS
i=1

Si

�
�

mS
j=1

S0j =
nS
i=1

"
Si�

 
mS
j=1

S0j

!#

Posons I =

(
i 2 f1; 2; :::; ng : Si�

 
mS
j=1

S0j

!
6= �

)

A�B =
S
i21

"
Si�

 
mS
j=1

S0j

!#
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D�après la proposition I.1.3 a), pour tout élément i de I; Si�

 
mS
j=1

S0j

!
admet une s-partition �nie fSik : 1 � k � pig

(Sik)i2I; 1�k�pi 2 S
p avec p =

P
i2I

pi et A�B =
S
i2I

Sik 2 R

Donc R est un anneau contenant S. D�où R (S) � R.
ii) Soit A 2 R� f�g
9 (Si)1�i�n 2 Sn avec A =

S
i=1

Si =) A 2 R (s)

Donc R � R (S)
Par suite R = R (S)

I.2.7. Dé�nition : Une partie A de P (X) est une algèbre si :
i) A est un anneau
ii) X 2 A
I.2.8. Proposition : Soit A une partie non vide de P (X). Les

conditions suivantes sont équivalentes
a) A est une algèbre
b) 8A; B 2 A A [B;X�A 2 A
Preuve

� a) ()
�
A anneau
X 2 A =) 8A;B 2 A A [B; X�A 2 A () b)

� Supposons que b) est vraie :
Soient A;B 2 A
A;B 2 A =) A [B 2 A
A;B 2 A =) X�A; B 2 A =) A�B = X� [(X�A) [B] 2 A
A 2 A =) � = A�A 2 A =) X = X�� 2 A
Donc A est une algèbre

I.2.9. Exemple : fE � X : E �ni ou X�E �nig est une algèbre
de parties de X.

I.2.10. Proposition : Soit fAi : i 2 Ig un ensemble d�algèbres de
parties de X: A =

T
i2I
Ai = fA � X : 8i 2 I; A 2 Aig est une algèbre de

parties de X.

Preuve :
� D�après I.2.4, A est un anneau
� [8i 2 I; X 2 Ai] =) X 2 A
Donc A est une algèbre.
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I.2.11. Dé�nition : Soit � une partie non vide de P (X). L�algèbre
A de parties de X engendrée par � est l�intersecion A (�) de toutes les al-
gèbres de parties de X contenant � :

A (�) =
T
i2I
Ai où fAi : i 2 Ig = fA � P (X) : A algèbre et � � Ag

I.2.12. Proposition : Soit R un anneau de parties de X.
A (R) = fE � X : E 2 R ou X�E 2 Rg

I-3 �-ANNEAU

I.3.1. Dé�nition : Une partie T de P (X) est un �-anneau si :

i) T est un anneau de parties de X.

ii) 8 (An)n2N 2 TN;
S
n2N

An 2 T

I.3.2. Proposition : Soient T un �-anneau de parties de X et
(An)n2N une suite d�éléments de T . Alors :

a)
T
n2N

An 2 T

b) lim
n!+1

An = lim
n!+1

supAn =
T
n2N

 S
k�n

Ak

!
2 T

c) lim
n!+1

An = lim
n!+1

inf An =
S
n2N

 T
k�n

Ak

!
2 T

Preuve
a) Posons A =

S
n2N

An

8x 2 X ; x 2
T
n2N

An ()
�
� x 2 A
� 8n 2 N; x 2 An

()
�
� x 2 A
�8n 2 N, x =2 A�An

()

8<: � x 2 A
�x =2

S
n2N

(A�An) () x 2 A�
� S
n2N

(A�An)
�

Donc
T
n2N

An = A�
� S
n2N

(A�An)
�
2 T .

b) et c) Découlent immédiatement de a) et du ii) de la dé�nition I.2.1
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I.3.3 Proposition : Soit fTi : i 2 Ig un ensemble de �-anneaux
de parties de X. T =

T
i2I
Ti = fA � X : 8i 2 I; A 2 Tig est un �-anneau

de parties X.

Preuve
� D�après I.2.4, T est un anneau
� Soit (An)n2N 2 T N

[8i 2 I; 8n 2 N An 2 Ti] =)
�
8i 2 I;

S
n2N

An 2 Ti
�
=)

S
n2N

An 2 T

Donc T est un �-anneau.

I.3.4 Dé�nition : Soit � une partie non vide de P (X). Le �-
anneau de parties de X engendré par � est l�intersection � �R (�) de tous
les �-anneaux de parties de X contenant � :

� �R (�) =
T
i2I
Ti où fTi : i 2 Ig = fT � P (X) : T � � anneau, � � T g

I.3.5 Proposition : Soit � une partie non vide de P (X). Pour
tout élément A de � � R (�) ; il existe une suite (En)n2N d�éléments de �
telle que A �

S
n2N

En.

Preuve :

Posons T =
�
E � X : 9 (En)n2N 2 �N avec E �

S
n2N

En

�
� � 6= � � T =) T 6= �
� Soient A;B 2 �

9 (En)n2N 2 �
N; 9 (Fn)n2N 2 �

N avec A �
S
n2N

En et B �
S
n2N

Fn

A�B � A �
S
n2N

En =) A�B 2 T

� Soit (An)n2N 2 �N
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8n 2 N 9 (Enk)k2N 2 �N avec An �
S
k2N

Enk

S
n2N

An �
S

(n;k)2N2
Enk

N2 dénombrable
8 (n; k) 2 N2; Enk 2 �

9>=>; =)
S
n2N

An 2 T

Donc T est un �-anneau contenant �.
Par suite � �R (�) � T .

I.3.6 Dé�nition : Une partie T de P (X) est une �-algèbre (tribu)
de parties de X si :

i) T est un �-anneau de parties de X
ii) X 2 T .

I.3.7 Remarque : Une tribu de parties de X est une algèbre de
parties de X qui est stable par réunion dénombrable.

I.3.8 Exemples : f�;Xg ; P (X) ; fE � X : E dénombrable ou X�E dénombrableg
sont des tribus de parties de X.

I.3.9 Proposition : Soit fTi : i 2 Ig un ensemble de tribus de
parties de X:

T =
T
i2I
Ti = fE � X : 8i 2 I E 2 Tig

est une tribu de parties de X.

Preuve : D�après I.3.3, T est un �-anneau de parties de X.

[8i 2 I; X 2 Ti] =) X 2 T :
Donc T est une tribu de parties de X.

I.3.10 Dé�nition : Soit � une partie non vide de P (X). La �-
algèbre (tribu) de parties de X engendrée par � est l�intersection � �A (�)
de toutes les �-algèbres de parties de X contenant �:

� �A (�) =
T
i2I
Ti où fTi : i 2 Ig = fT � P (X) : T tribu, � � T g

I.3.11 Exemple : Supposons que X est un espace topologique.
La �-algèbre engendrée par la famille O (X) des sous-ensembles ouverts de
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X est appelée la �-algèbre de Borel [�-algrèbre des boreliens] de X et notée
B (X) :

I.3.12 Proposition : La �-algèbre B (R) des boreliens de R est
engendrée par chacune des parties suivantes de P (R)

a) J (R) = f[a; b[ : �1 < a � b < +1g
b) D (R) = f]a;+1[ : a 2 Rg

Preuve :
a) � Soit [a; b[ 2 J (R)� f�g

[a; b[ =
T
n�1

�
a� 1

n ; b
�

8n 2 N�
�
a� 1

n ; b
�
2 B (R)

)
=) [a; b[ 2 B (R)

Donc J (R) � B (R) et par suite � �A (J (R)) � B (R)
� Soit O un sous-ensemble ouvert non vide de R:
Il existe une suite disjointe (Ik)k2K d�intervalles ouverts non vides de R telle
que 0 =

S
k2K

Ik:

8k 2 K, Ik = ]ak; bk[ avec ak; bk 2 R =) Ik =
S
n2N�

h
ak +

bk�ak
n ; bk

h
Ik = ]ak;+1[ avec ak 2 R =) Ik =

S
n2N�

�
ak +

1
n ; ak + n

�
Ik = ]�1; bk[ avec bk 2 R =) Ik =

S
n2N�

[+bk � n; bk[

Donc 8k 2 K Ik 2 � �A (J (R))
K étant dénombrable, O =

S
n2N�

Ik 2 � �A (J (R)) :

Celà étant vrai pour tout ouvert non vide de R; B (R) � � �A (J (R)) :
En dé�nitive B (R) = � �A (J (R)) :
b) D (R) = f]a;+1[ : a 2 Rg
� Chaque élément de D (R) étant un sous-ensemble ouvert de R, nous
avons : D (R) � B (R) et par suite � �A (D (R)) � B (R)
� Soit [a; b[ 2 J (R)� f�g

8n;m 2 N�;
�
a� 1

n
; b� b� a

m

�
=

�
a� 1

n
;+1

�
�
�
b� b� a

m
;+1

�
2 ��A (D (R))

I.3.13 Proposition : La �-algèbre B
�
R
�
des boreliens de R est

engendrée par chacune des parties suivantes de P
�
R
�
:
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a) J
�
�R
�
= f[a; b[�1 � a � b < +1g

b) D
�
�R
�
= f]a;+1[ : �1 < a < +1g

Preuve :
Démonstration similaire à celle de I.3.12.

I.3.14. Proposition : Supposons que pour tout � 2 �; T� est
une �-algèbre de parties de X�;

p� : X =
Q
�2�

X� �! X�

x = (x�)�2� 7�! x�

est la projection canonique. La �-algèbre produit des T� (� 2 ^) est la �-
algèbre

N
�2^
T� de parties deX engendrée par

�
p�1� (E�) : � 2 � et E� 2 T�

	
:

I.3.15 Proposition : Supposons que � est dénombrable (�ni
ou in�ni). Si pour tout élément � de �; T� est une �-algèbre de parties de

X, alors
N
�2�
T� est engendrée par

� Q
�2�

E� : 8� 2 �; E� 2 T�
�
= �

Preuve :
� Supposons que E =

Q
�2�

E� 2 �

E =
T
�2�

p�1� (E�)

� dénombrable

8� 2 �, p�1� (E�) 2
N
�2�
T�

9>>>>>>=>>>>>>;
=) E 2

N
�2�
T�

Donc � �
N
�2�
T�

� 8� 2 � 8E� 2 T� p�1� (E�) =
Q
�2�

A� avec

A� =

�
E� si � = �
X� si � 6= �

Donc 8� 2 � 8E� 2 T� p�1� (E�) 2 �:
c�est-à-dire

�
p�1� (E�) : � 2 �; E� 2 T�

	
est inclus dans � et par suiteN

�2�
T� est incluse dans la �-algèbre de parties de X engendrée par �:
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I.4 CLASSE MONOTONE

I.4.1. Dé�nition : Une partie m de P(X) est une classe monotone
de parties de X si :

i) m 6= �

ii) 8 (An)n2N 2 mN; [8n 2 N An � An+1] =)
� S
n2N

An 2 m
�

iii) 8 (An)n2N 2 mN; [8n 2 N An+1 � An] =)
� T
n2N

An 2 m
�

I.4.2. Remarques :
a) Tout �-anneau de parties de X est une classe monotone de parties

de X:
b) Si R est un anneau et une classe monotone de parties de X alors

R est un �-anneau de parties de X:

En e¤et, supposons que R est un anneau et une classe monotone de
parties de X: Alors

i) R est un anneau de parties de X
ii) 8 (An)n2N 2 mN

(Bn)n2N =

�
nS
k=0

Ak

�
n2N

=)

8>>>>><>>>>>:

(Bn)n2N 2 RN

8n 2 N, Bn � Bn+1S
n2N

An =
S
n2N

Bn

=)
S
n2N

An 2 R

Donc R est un �-anneau de parties de X.

I.5. ESPACE MESURE

X est un ensemble non vide

I.5.1. MESURE POSITIVE :

I.5.1.1. Dé�nition : Soit J un semi-anneau de parties de X
tel que � 2 J ; une application � : J �!R+ est une mesure positive si :

i) � (�) = 0
ii) Pour toute suite disjointe (Sn)n2N d�éléments de JS

n2N
Sn 2 J =) �

� S
n2N

Sn

�
=
P
n2N

� (Sn)
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[� est dénombrablement additive ou encore �-additive] :
Si � : J �!R+ est une mesure positive alors (X;J ; �) est appelé un

espace mesuré.

I.5.1.2. Exemples :
a)

P (X) �! R+
S 7�! 0

et
P (X) �! R+

S 7�! � (S) =

�
0 si S = �
+1 sinon

sont des mesures positives sur (X;P (X)):

b) Soit x un élément de X
"x : P (X) �! R+

S 7�! "x (S) = �S (x) =

�
1 si x 2 S
0 sinon

est une mesure positive sur (X;P (X)) appelée la mesure de Dirac au
point x.

c)
c : P (X) �! R+

S 7�! c (S) =

�
nombre d�éléments de S si S est �ni

+1 sinon

est une mesure positive sur (X;P (X)) appelée la mesure de comptage.

d) Soit f : X �! R+
� : P (X) �! R+

S 7�! � (S) =

(
0 si S = �; est une mesure positive sur (X;P (X))P

x2S
f (x) sinon

Remarquons que � =
P
x2X

f (x) "x: La mesure � est dite discrète.

e) Considérons F : R �! R croissante et continue à gauche.
� : J (R) �! R+

[a; b[ 7�! � ([a; b[) = F (b)� F (a)
est une mesure positive (R;J (R)) :

f) En posant F (x) = x dans l�exemple e) nous obtenons que la longueur
` : J (R) �! R+

[a; b[ 7�! ` ([a; b[) = b� a
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est une mesure positive sur (R;J (R)) :

g) Considérons F : R �! R croissante et continue à droite.
� : f]a; b] : �1 < a � b < +1g �! R+

]a; b] 7�! � (]a; b]) = F (b)� F (a)
est une mesure positive.

I.5.1.3. Dé�nition : Soit (X;J ; �) un espace mesuré avec � � 0:
a) � est bornée si k�k = sup f� (S) : S 2 J g < +1:
b) � est une probabilité si k�k = 1
c) � est �nie si : 8S 2 J; � (S) < +1
d) � est �-�nie si : 8S 2 J ; 9 (En) 2 J N avec S �

S
n2N

En et

8n 2 N � (En) < +1
e) � est semi-�nie si : 8 S 2 J , � (S) = sup f� (E) : E 2 J ; E � S; � (E) < +1g

I.5.1.4. Proposition : Considérons un espace mesuré (X;J ; �)
avec � � 0:

Alors
a) � est additive : pour toute suite �nie disjointe (Ak)1�k�n de J :

nS
k=1

Ak 2 J =) �

�
nS
k=1

Ak

�
=

nP
k=1

� (Ak)

b) � est monotone : 8A;B 2 J A � B =) � (A) � � (B)
c) � est �-sous-additive :

8 (An)n2N 2 J
N,

S
n2N

An 2 J =) �

� S
n2N

An

�
�
P
n2N

� (An)

d) Pour toute suite croissante (An)n2N d�éléments de J :

S
n2N

An 2 J =) lim
n!+1

� (An) = �

� S
n2N

An

�
e) Pour toute suite décroissante (An)n2N d�éléments de J

telle que � (A0) < +1 :

T
n2N

An 2 J =) lim
n!+1

� (An) = �

� T
n2N

An

�
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Preuve :
a) Soit (Ak)1�k�n une suite �nie disjointe d�éléments de J telle que

nS
k=1

Ak = A 2 J

Posons : 8k 2 N Bk =

8<:
Ak si k 2 f1; 2; :::; ng

� sinon
(Bk)n2N est une suite disjointe d�éléments de J telle que

S
k2N

Bk = A 2 J

En outre : 8k 2 N, � (Bk) =

8<:
� (Ak) si k 2 f1; 2; :::; ng

0 sinon

Donc � (A) =
P
k2N

� (Bk) =
nP
k=1

� (Ak)

b) Soient A;B 2 J avec A � B:
Il existe une suite �nie disjointe (Sk)1�k�n d�éléments de J

telle que B�A =
nS
k=1

Sk:

Donc B = A [
�

nS
k=1

Sk

�
avec 8k 2 f1; 2; :::ng ; A \ Sk = �:

D�où, d�après a), � (B) = � (A) +
nP
k=1

� (Sk) � � (A)

c) Soit (An)n2N une suite d�éléments de J telle que A =
nS
n2N

An 2 J .

Considérons la suite disjointe (Bn)n2N dé�nie par :

B0 = A0, et 8n 2 N�, Bn = An�
n�1S
k=0

Ak

Pour tout entier n � 0 il existe une suite �nie disjointe (Snk)1�k�Pn d�éléments
de J telle que

pnS
k=1

Snk = Bn � An

(Snk) n2N
1�k�Pn

est une suite disjointe d�éléments de J telle que

nS
n2N

1�k�pn

Snk = A:
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� étant une mesure positive sur (X;J ) nous avons :

� (A) =
P
n2N

�
pnP
k=1

� (Snk)

�
�
P
n2N

� (An)

d) Soit (An)n2N une suite croissante d�éléments de J telle que
A =

S
n2N

An 2 J .

Avec les notations du c) nous avons :

8n 2 N� Bn = An�An�1 et An =
nS

m=0
Bm =

nS
m=0

" S
1�k�pn

Smk

#
Donc

8n 2 N� � (An) =
nP

m=0

�
pnP
k=1

� (Smk)

�
lim

n!+1
� (An) =

P
m2N

�
pnP
k=1

� (Snk)

�
= � (A)

e) Soit (An)n2N une suite décroissante d�éléments de J telle que

A =
T
n2N

An 2 J et � (A0) < +1

Considérons la suite disjointe (Bn)n2N dé�nie par : 8n 2 N; Bn = An�An+1:
Pour tout entier n � 0, nous avons :

A \Bn = � et Bn =
pnS
k=1

Snk ou (Snk)1�k�pn

est une suite �nie disjointe d�éléments de J ;

An = A [
" S
m�n

Bn

#
:

Donc

8n 2 N; � (An) = �(A) +
P
m�n

�
pmP
k=1

� (Snk)

�
En outre,

+1 > �(A0) = �(A) +
P
m�0

�
pmP
k=1

� (Snk)

�
) lim

n!+1

P
m�n

�
pmP
k=1

� (Snk)

�
= 0
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Donc lim
n!+1

� (An) = �(A)

I.5.1.5. Proposition : Soient J un semi-anneau de parties
de X ayant � comme élément et � une mesure positive sur (X;J ) : Il existe
une mesure positive unique ~� sur (X;R;J ) prolongeant �:

I.5.1.6. Dé�nition : Soit (X;J ; �) un espace mesuré avec � �
0:

Un sous-ensemble E de X est �-négligeable s�il existe un élément S de
J tel que : E � S et � (S) = 0:

(X;J ; �) est complet [� est complète sur (X;J )] si tout sous ensemble
�-négligeable de X est un élément de J .

I.5.2 MESURE EXTERIEURE

I.5.2.1. Dé�nition : Une application � : P (X) �! R+ est
mesure extérieure sur X si:

i) � (�) = 0

ii) A � B � X =) � (A) � � (B)

iii) 8 (An)n2N 2 P (X)
N ; �

�
nS
n2N

An

�
�
P
n2N

� (An) :

I.5.2.2. Remarque : Soit � une mesure extérieure sur X:

8A;E 2 P (X) ; � (E) � � (E \A) + � (E�A) :

Cela découle immédiatement de II.2.1. (iii).

I.5.2.3. Dé�nition : Soit � une mesure extérieure sur X. Un
sous-ensemble A de X est dit � -mesurable au sens de Carathéodory
(Constantin Carathéodory : mathématicien allemand d�origine grecque (1873-
1950) ) si

8E � X; � (E) = � (E \A) + � (E�A)

I.5.2.4. Remarques : Soient � une mesure extérieure sur X
et M� = fA � X�A � �mesurableg :

a) 8A � X; � (A) = 0 =) A 2M� . En particulier � 2M� .
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En e¤et si � (A) = 0 alors pour tout sous-ensemble E de X:

� (E \A) = 0
� (E \A) + � (E�A) = � (E�A) � � (E) � � (E \A) + � (E�A)
� (E) = � (E \A) + � (E�A) = � (E�A)

b) 8A 2M� X�A 2M� :

En e¤et si A appartient à M� alors :

8E � X � (E) = � (E \A) + � (E�A) :
8E � X � (E) � � (E� (X�A)) + � (E \ (X�A))

X�A 2M� :

c) 8 (An)n2N 2MN
� ;

S
n2N

An 2MN
� et 8E � X

� (E) =
P
j2N

�

" 
E�

j�1S
n=0

An

!
\Aj

#
+ �

�
E�

S
n2N

An

�

I.5.2.5. Proposition : Soit � une mesure extérieure sur X:
a) L�ensemble M� des sous-ensembles � -mesurables de X est une �-

algèbre de parties de X.
b) � est une mesure positive complète sur (X;M� )

Preuve : La proposition est juste un résumé des remarques II.2.4.

I.5.2.6. Dé�nition : Soit (X; d) un espace métrique. Une mesure
extérieure � sur X est dite métrique si :

8E;F � X, d (E;F ) > 0 =) � (E [ F ) = � (E) + � (F )

I.5.2.7. Lemme : Soit � une mesure extérieure métrique sur
l�espace métrique (X; d). Si (An)n2N est une suite croissante de sous-ensembles
de X telle que :

A =
S
n2N

An et 8n 2 N; d (An; A�An+1) > 0
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Alors : � (A) = lim
n!+1

� (An)

Preuve :
a) 8n 2 N An � An+1 � A

8n 2 N � (An) � � (An+1) � � (A)

lim
n�!+1

� (An) = sup
n2N

� (An) � � (A)

b) Posons : B0 = A0 et 8n 2 N� Bn = An�An�1
Alors :

8i; j 2 N j+2 � i =) Bj � Aj etBi � A�Ai�1 � A�Aj+1 =) d (Bj ; Bi) > 0

Donc

8m 2 N � (A2m+1) � �
�

mS
k=0

B2k+1

�
=

mP
k=0

� (B2k+1)

� (A2m) � �
�

mS
k=0

B2k

�
=

mP
k=0

� (B2k)

Si :P
k2N

� (B2k+1) = +1 ou
P
k2N

� (B2k) = +1 alors lim
n!+1

� (An) = +1 � � (A)

Sinon :

8n 2 N � (A) = �

"
An [

 S
j>n

Bj

!#
� � (An) +

P
j>n

� (Bj)

� (A) � lim
n!+1

� (An)

I.5.2.8. Proposition : Si � est une mesure extérieure métrique
sur l�espace métrique (X; d) alors tout borelien de (X; d) est � -mesurable.

Preuve : Soit � une mesure extérieure métrique sur l�espace métrique
(X; d) :
a) Considérons un sous-ensemble fermé F de (X; d) et un sous�ensemble
A de X
Posons :

8n 2 N� An =

�
x 2 A�F : d (x; F ) � 1

n

�
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Alors : 8n 2 N� d (F \A;An) �
1

n
� étant métrique, nous avons donc :

8n 2 N� � (F \A) + � (An) = � [(F \A) [An] � � (A) (�)

Remarquons que (An)n2N� est croissante etS
n2N�

An = fx 2 A�F : d (x; F ) > 0g = A�F

car F est fermé. En outre,

8n 2 N�; x 2 (A�F )�An+1 =) 9z 2 F : d (x; z) <
1

n+ 1
=) 8y 2 An; d (x; y) � d (y; z)� d (x; z)

=) 8y 2 An; d (x; y) >
1

n
� 1

n+ 1
> 0

8n 2 N�d (An; (A�F )�An+1) �
1

n
� 1

n+ 1
> 0

Donc, d�après le lemme II.2.7, � (A�F ) = lim
n!+1

� (An)

Par suite, d�après (�) ; � (F \A) + � (A�F ) � � (A)
Donc F est � -mesurable.
b) D�après a) F = fF � X : F fermé de (X; d)g �M�

Donc : B (X; d) = � �A (F) �M�

I.5.3. CONSTRUCTION DE MESURE (Méthode de Carathéodory)

S est une partie non vide de P (X) ayant � comme élément
� : S �!R+ telle que � (�) = 0

8 A � X C (A;S) =
�
(En)n2N 2 S

N�A �
S
n2N

En

�

� (A) =

8<: inf

�P
n2N

� (En)� (En)n2N 2 C (A;S)
�
si C (A; �) 6= �

+1 sinon

I.5.3.1. Proposition : � est une mesure extérieure sur X appelée
la mesure extérieure engendrée par �:
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Preuve :
i) Il est clair que � est une application de P (X) dans R+.

ii) Posons : 8n 2 N En = �
Alors : (En)n2N 2 C (�;S)
Donc : 0 � � (�) �

P
n2N

� (En) = 0 c�est à dire � (�) = 0

iii) Soient A � B � X
Remarquons que C (B; �) est inclus dans C (A;S) . Donc
� C (B; �S) = � =) � (B) = +1 � � (A)

� C (B;S) 6= � =) � (B) = inf

�P
n2N

� (En)� (En)n2N 2 C (B;S)
�
�

inf

�P
n2N

� (En) : (En)n2N 2 C (A;S)
�
= � (A)

Dans tous les cas : � (A) � � (B)

iv) Soit (Ak)k2N une suite d�éléments de P (X) avec
S
k2N

Ak = A

Si
P
k2N

� (Ak) = +1, alors trivialement � (A) �
P
k2N

� (Ak)

Supposons donc
P
k2N

� (Ak) < +1

Alors : 8k 2 N, � (Ak) < +1
Considérons un nombre réel " > 0

8k 2 N 9 (Ekn)n2N 2 C (Ak;S) :
P
n2N

� (Ekn) < � (Ak) +
"

2k�1

(En)(k;n)n2N2 étant un élément de C (A;S), nous avons :

� (A) �
P

(k;n)2N2
� (Enk) =

P
k2N

P
n2N

� (Ekn) �
P
k2N

h
� (Ak) +

"

2k+1

i
� (A) �

P
k2N

� (Ak) + "

Cela étant vrai pour tout nombre réel " > 0, nous obtenons :

� (A) �
P
k2N

� (Ak)

Donc � est une mesure extérieure sur X:

I.5.3.2. Remarque : Supposons que S est un semi-anneau de
parties de X et � une mesure positive sur (X;S) : Notons � l�anneau de
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parties de X engendré par S et �� l�unique mesure positive sur (X;�) pro-
longeant � [voir II.1.5] :
Considérons un sous-ensemble A de X tel que C (A;S) 6= �:

I.5.3.3. Proposition : Si S est un semi-anneau de parties de
X et � une mesure positive sur (X; �) alors :

i) � prolonge �
ii) � �A (S) est inclus dans M� .

Preuve
D�après la remarque II.2.2, nous pouvons supposer que S est un anneau.
a) Soit E un élément de S.
Posons : E0 = E et 8n 2 N� En = �
(En)n2N est un élément de C (E;S) et par suite :

� (E) �
P
n2N

� (En) = � (E)

8 (En)n2N 2 C (E;S) � (E) �
P
n2N

� (En)

Donc : � (E) � inf
�P
n2N

� (E) : (En)n2N 2 C (E;S)
�
= � (E)

En conclusion � (E) = � (E) :
b) Considérons un élément E de S et une partie A de X.
Alors � (A) � � (A \ E) + � (A�E)
Donc si � (A) = +1 alors � (A) = � (A \ E) + � (A�E)
Considérons le cas où � (A) < +1
Soit un nombre réel " > 0:

9 (En)n2N 2 C (A;S) :
P
n2N

� (En) < � (A) + "

Remarquons que :
�
� (En

T
E)n2N 2 C (A

T
E;S) et (En�E)n2N 2 C (A�F;S)

� 8n 2 N; � (En) = � (En
T
E) + � (En�E)

Donc :

� (A
T
E) + � (A�E) �

P
n2N

� (En
T
E) +

P
n2N

� (En�E) =
P
n2N

[� (En
T
E) + � (En�E)]

=
P
n2N

� (En) < � (A) + "

Cela étant vrai pour tout nombre réel " > 0, nous avons :

� (A
T
E) + � (A�E) � � (A)
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Par conséquent, dans tous les cas :

� (A) = � (A
T
E) + � (A�E)

Cela étant vrai pour tout élément (E;A) de S � P (X), la �-algèbre M�

contient S et par suite � �A (S)

I.5.3.4. Proposition : Supposons que S est un semi-anneau de
parties de X et � une mesure positive sur (X;S) : Si A est une partie de X � -

mesurable et ���-�nie
�
9 (An)n2N 2M� : A =

S
n2N

An et 8n 2 N; � (An) < +1:
�

Alors il existe deux éléments F et G de � �R (S) tels que :

F � A � G et � (G�F ) = 0

Preuve :
Soit A un élément de M�

a) Supposons que � (A) < +1

8 k 2 N� 9
�
Ekn

�
n2N
2 C (A;S) : � (A) �

P
n2N

�
�
Ekn

�
< � (A) +

1

k

Posons :

8>><>>:
8k 2 N�, Gk =

S
k2N

Ekn

G =
T
k2N

Gk

Alors

8k 2 N�; A � Gk 2 ��R (S) et � (A) � �
�
Gk
�
�
P
n2N

�
�
Ekn

�
=
P
n2N

�
�
Ekn

�
< � (A)+

1

k
< +1

�
Gk
�
k2N� étant décroissante, nous avons :

A � G 2 � �R (S) et � (A) � � (G) = lim
k!+1

�
�
Gk
�
� � (A)

� (A) = � (G) = � (A) + � (G�A)

� (G�A) = 0

Remarquons que, d�après II.2.3, G est � -mesurable et par suite G�A aussi
l�est.
Donc d�après ce qui précède, il existe un élément H de � �R (S) tel que :

G�A � H et � (H�A) = � (G�A) = 0 = � [H� (G�A)]
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En outre,
� (H) = � (G�A) + � [H� (G�A)] = 0

Posons : F = G�H:
Alors F appartient à � �R (S) et :�

F = G�H � G� (G�A) = A
� (A) = � (F ) + � (A�F )

Puisque A�F = A� (G�H) � H et � (H) = 0, nous obtenons :

� (A�F ) = 0 et � (A) = � (F )

En dé�nitive, nous avons :

F;G 2 � �R (S) ; F � A � G; � (G�F ) = � (G�A) + � (A�F ) = 0

2) Supposons qu�il existe une suite (An)n2N d�éléments de M� telle que
:

A =
S
n2N

An et 8n 2 N, � (An) < +1

D�après 1) : 8n 2 N 9Fn; Gn 2 � �R (S) :

Fn � An � Gn et � (Gn�Fn) = 0

Posons : F =
S
n2N

Fn et G =
S
n2N

Gn: Alors

F;G 2 ��R (S) ; F � A � G; G�F =
� S
n2N

Gn

�
�F =

S
n2N

(Gn�F ) �
S
n2N

(Gn�Fn)

et par suite � (G�F ) = 0:

I.5.3.5. Exemples :
a) Prenons X = R; S = J (R)

i) Considérons
� =: ` J (R) �! R+

[a; b[ 7�! b� a

Notons :
�

m1 la mesure extérieure engendrée sur R par `
M (R) la �-algèbre des parties de R, m1-mesurables

Les éléments deM (R) sont dits Lebesgue-mesurables.
La restriction de m1 àM (R) est la mesure de Lebesgue sur R:
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Nous avons : B (R) � M (R) et 8A 2 M (R) 9F;G 2 B (R) : F �
A � G et m1 (G�F ) = 0:

(Voir II.3.3 et II.3.4) ;
�
R;M (R) ;m1

�
est un espace mesuré complet

(voir II.2.5)m1 est l�unique mesure positive sur (R; B (R)) prolongeant � = `
(voir II.1.5.).

ii) Considérons F : R �! R croissante, continue à gauche.

� = �F : J (R) �! R+
[a; b[ 7�! F (b)� F (a)

Notons :
�

�F la mesure extérieure engendrée sur R par �F
MF la �-algèbre des parties de R, �F -mesurables

La restriction de �F à MF est la mesure de Lebesgue-Stieljès associée à F
sur R:
Nous avons :

B (R) �MF et 8A 2MF 9 H;G 2 B (R) : H � A � G et �F (G�H) = 0:

(R; MF ; �F ) est un espace mesuré complet.
�F est l�unique mesure positive sur (R;B (R)) prolongeant �F :
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CHAPITRE II : APPLICATION MESURABLE ET

INTEGRALE DE LEBESQUE

I - APPLICATION MESURABLE
X est un ensemble non vide.

I.1. GENERALITES :

II.1.1. Notation : Soient f : X �! Y; S � P (X) ;
� � P (Y )

a) f�1 (�) =
�
f�1 (E) : E 2 �

	
b) f (S) =

�
B � Y : f�1 (B) 2 S

	
II.1.2. Proposition : Soient f : X �! Y; A � P (X) ; B �

P (Y ) :
a) Si B est une �-algèbre de parties de Y alors f�1 (B) est une

�-algèbre de parties de X.
b) Si A est une �-algèbre de parties de X alors f (A) est une

�-algèbre de parties de Y .

Preuve :
a) B est une �-algèbre de parties de Y .
� Y 2 B =)X = f�1 (Y ) 2 f�1 (B) et f�1 (B) 6= �
� Soit A un élément de f�1 (B)

9B 2 B : A=f�1 (B)

B 2 B =)Y�B 2 B =) X�A = X�f�1 (B) = f�1 (Y�B) 2 f�1 (B)

� Soit (An)n2Nune suite d�éléments de f
�1 (B)

8n 2 N 9Bn 2 B : An = f�1 (Bn)

8n 2 N Bn 2 B =)
S
n2N

Bn 2 B =)
S
n2N

An =
S
n2N

f�1 (Bn)

= f�1
� S
n2N

Bn

�
2 f�1 (B) :
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Donc f�1 (B) est une �-algèbre de parties de X.
b) A est une �-algèbre de parties de X
� f�1 (Y ) = X 2 A =) Y 2 f (A)
� Soit B un élément de f (A)

f�1 (B) 2 A =) f�1 (Y�B) = X�f�1 (B) 2 A =) Y�B 2 f (A)

� Soit (Bn)n2N une suite d�élément de f
�1 (A)

8n 2 N, f�1 (Bn) 2 A =) f�1
� S
n2N

Bn

�
=
S
n2N

f�1 (Bn) 2 A =)
S
n2N

Bn 2 f (A)

Donc f (A) est une �-algèbre de parties de Y .

II.1.3. Dé�nition : Soient (X;A) et (Y;B) deux espaces
mesurables. f : X �! Y est dite (A;B)-mesurable si :

8B 2 B f�1 (B) 2 A.

f est (A;B)�mesurable() f�1 (B) � A () B � f (A)

II.1.4. Exemples : Soit (Y;B) un espace mesurable. Toute
application f : X �! Y est (P (X) ;B)-mesurable.

b) Supposons que A = f�;Xg et (Y;B) un espace mesurable tel
que :

8y 2 Y; fyg 2 B

f : X �! Y est (A;B)-mesurable si et seulement si elle est constante.

II.1.5. Proposition : Soient (X;A) et (Y;B) deux espaces
mesurables et � une partie de P (Y ) engendrant B: f : X �! Y est (A;B)-
mesurable si et seulement si : f�1 (�) � A.

Preuve

� f (A;B)-mesurable =) f�1 (B) � A
� � B

�
=) f�1 (�) � A

� f�1(�) � A =) � � f (A) �-algèbre=) B = � �A (�) � f (A) =)
f (A;B)-mesurable.
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II.1.6. Corollaire 1 : Supposons que X et Y sont deux espaces
métriques. Si f : X �! Y est continue alors elle est (B (X) ;B (Y ))
mesurable. [Borel-mesurable ou encore borelienne] :

Preuve
PosonsO (X) = fA � X�A ouvert de Xg O (Y ) = fB � Y�B ouvert de Y g :

Alors O (X) � B (X) et O (X) engendre B (X)
f : X �! Y continue =) f�1 (O (Y )) � O (X) � B (X) =) f boreli-

enne.

II.1.7. Proposition : Soient (X;A), (Y;B) et (Z; T ) trois espaces
mesurables. Si f : X �! Y est (A;B)� mesurable et g : Y �! Z est
(B; T )� mesurable alors g � f : X �! Z est (A; T )� mesurable.

Preuve
g (B; T )�mesurable

f (A;B)�mesurable

9=;)
g�1 (T ) � B

f�1 (B) � A

9=;
) (g � f)�1(T ) = f�1(g�1(T )) � A

) g � f (A; T )�mesurable.

II.1.8. Proposition : Soient (X;A) ; (Yi;Bi)i2I des espaces mesurables,
Y =

Q
i2I

Yi; B =
N
i2I
Bi, pi : Y �! Yi la projection canonique de Y sur Yi

(i 2 I): f : X �! Y est (A;B)� mesurable si et seulement si, pour tout
élément i de I; fi = pi � f est (A;Bi)� mesurable.

Preuve:
Rappelons que B est engendrée par

E =
�
p�1i (Bi)�i 2 I et Bi 2 Bi

	
= [
i2I
p�1i (Bi)

En particulier chaque pi est (B;Bi)� mesurable.

a)

f (A;B) - mesurable

8i 2 I; pi (B;Bi)�mesurable

9=;) 8i 2 I; fi = pi � f est

(A;Bi)� mesurable:
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b) 8i 2 I; fi = pi � f (A;Bi)� mesurable )

8i 2 I, f�1(p�1i (Bi)) � A ) f�1(E) = [ f�1(p�1i (Bi)) � A ) f
(A;B)�mesurable.

II.1.9. Proposition : Soient (X;A), (Y;B) deux espaces mesurables,
f : X �! Y (A;B)- mesurable et � une mesure positive sur (X;A). Alors

�f : B �!R+
B 7�! �

�
f�1 (B)

�
est une mesure positive sur (Y;B) appelée la mesure image de � par f:

Preuve

� B 2 B
f (A;B) -mesurable

�
=) f�1 (B) 2 A

� mesure positive sur (X;A)

�
=) �fB) = �

�
f�1 (B)

�
2 R+

� �f (�) = �
�
f�1 (�)

�
= � (�) = 0

� Soit (Bn)n2N une suite disjointe d�éléments de B.�
f�1 (Bn)

�
n2N est une suite disjointe d�éléments de A.

Donc

�f

 S
n2N

Bn

!
= �

"
f�1

 S
n2N

Bn

!#
= �

" S
n2N

f�1 (Bn)

#

=
P
n2N

�
�
f�1 (Bn)

�
=
P
n2N

�f (Bn)

Par conséquent �f est une mesure positive sur (Y;B).

II.1.10. Dé�nition : Soient (X;A), un espace mesurable et Y un
espace métrique. f : X �! Y est dite A-mesurable si elle est (A;B (Y ))-
mesurable.

II.2. FONCTION MESURABLE
(X;A) est un espace mesurable.

II.2.1. Proposition : Soient D une partie partout dense de R et
f : X �! R.

Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) f est A-mesurable
ii) 8d 2 D; f�1 (]d;+1[) 2 A
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Preuve
Posons D = f]d;+1[�d 2 Dg et � = f]a;+1[�a 2 Rg
� D�après I.3.12. � �A (�) = B (R)
� Puisque D ��, nous avons � �A (D) � � �A (�)
Soit a 2 R.
Il existe une suite décroissante (dn)n2N d�éléments de D convergeant vers

a.
]a;+1[ =

S
n2N

]dn;+1[ 2 � �A (D)

Donc � � � �A (D) et par suite � �A (�) � � �A (D).
Par conséquent � �A (D) = � �A (�) = A (R)
La proposition découle donc de II.1.5.

II.2.2. Proposition : Soient D une partie partout dense de R
et f : X �! R. Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) f est A-mesurable
ii) 8d 2 D; f�1 (]d;+1[) 2 A

Preuve
Similaire à celle de la proposition précédente en utilisant I.3.13 au lieu

de I.3.12.

II.2.3. Remarque : Si f et g sont deux applicationsA-mesurables
de X dans C; c un nombre complexe et p un nombre réel strictement positif
alors les applications cf; jf jp et fg sont A-mesurables.

II.2.4. Proposition : Soit (fn)n2N une suite d�applications A-
mesurables de X dans R. Les applications

sup
n2N

fn; inf
n2N

fn; lim
n!+1

fn; lim
n!+1

fn; sont A-mesurables.

Preuve

a) 8a 2 R
�
x 2 X : sup

n2N
fn (x) > �

�
=
T
n2N
fx 2 X : fn (x) > �g 2

A.
Donc sup

n2N
fn est A-mesurable

b) [8 n 2 N; fn A-mesurable] =) [8 n 2 N; fn A-mesurable]
=) inf

n2N
fn = �sup

n2N
(�fn) A-mesurable.
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c) 8n 2 N 8k � n fk A-mesurable

8n 2 N; sup
k�n

fk et inf
k�n

fk A-mesurables

lim
n!+1

fn = inf
n2N

 
sup
k�n

fk

!
et lim

n!+1
fn = sup

n2N

�
inf
k�n

fk

�
sont A-mesurables.

II.2.5. Proposition : Si (fn)n2N est une suite d�applications
A-mesurables de X dans R [respectivement C] convergeant simplement vers
f alors f est A-mesurable.

II.2.6. Dé�nition : s : X �! R (ou C) est dite A-étagée si
elle est A-mesurable et prend un nombre �ni de valeurs.

II.2.7. Notation : � (X;A) =
�
s : X �! R (ou C)�s A-étagée

	
II.2.8. Remarque : Soit s un élément de � (X;A) avec
� s (X)� f0g = f�k : 1 � k � ng
� 8k 2 f1; 2; :::; ng Ak = s�1 (�k) :
Alors
� (Ak)1�k�n est une suite �nie disjointe d�éléments de A.

� s =
nP
k=1

�k�Ak [représentation standard de s]

II.2.9. Proposition : Soit f : X �! R (ou C) A-mesurable.
Il existe une (sn)n2N� d�applications A-étagées de X dans R (ou C) telle
que :

i) 8n 2 N� jsnj � jsn+1j � jf j
ii) (sn)n2N� converge simplement vers f .
iii) si f est bornée la convergence de (sn)n2N� est uniforme
iv) si f � 0 alors : 8n 2 N�, 0 � sn � sn+1 � f:
II.2.10. Proposition : Supposons que :
� � est un semi-anneau de parties de X.
� � : � �! R+ est une mesure positive �-�nie sur (X; �)
� � est la mesure extérieure engendrée sur X par � : � �! R+ et m�

la �-algèbre des sous-ensembles � -mesurables de X.
Si f : X �! R (ou C) est m� -mesurable alors il existe g : X �! R ou

C � �R (�)-mesurable et véri�e g = f � -presque - partout.
Preuve
Soit f : X �! R (ou C) m� -mesurable.
1er Cas : f = �A avec A 2 m�
D�après la proposition II.3.4, il existe deux éléments E et G de � �R (�)

tels que : E � A � G; T (G�E) = 0 et par suite � (A�E) = 0.
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Posons g = {E :

Alors
�

g est � �R (�) -mesurable
8x 2 X� (A�E) g (x) = f (x)

2e Cas : f : X �! C m� -étagée.

f =
nP
i=1

ai�Ai avec (ai; Ai) 2 C�m� pour 1 � i � n

D�après le 1er cas, pour tout élément i de f1; 2; :::; ng, il existe gi : X �! C
telle que : gi est � �R (�)-mesurable, 8x 2 X�Ni; g (x) = �Ai (x) avec
T (Ni) = 0.

Posons g =
nP
i=1

aigi et N =
nS
i=1

Ni:

Alors :

8<:
g est � �R (�) -mesurable

T (N) = 0
8x 2 X�N; g (x) = f (x)

3e Cas : Cas général.
D�après la proposition III.2.9, il existe une suite (fn)n2N d�applications

m� -étagée de X dans R (ou C) convergeant simplement vers f et telle que
:

8 n 2 N jfnj � jfn+1j � jf j :

D�après le 2e cas, pour tout entier n � 0, il existe un sous-ensemble T -
néglieable Nn de X et une application � �R (�)-mesurable gn de X dans
R (ou C) telle que :

8x 2 X�Nn gn (x) = fn (x) :

Posons :

N =
S
n2N

Nn et g =

�
lim

n!+1
inf Re gn

�
+ i

�
lim

n!+1
inf Im gn

�

Alors :

8><>:
g : X �! R (ou C) est � �R (�) -mesurable

T (N) = 0
8x 2 X�N , g (x) = lim

n!+1
gn (x) = f (x)

II:3 - INTEGRALE DE LEBESGUE
A est une �-algèbre de parties de X et � une mesure positive sur (X;A)
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II.3.1 INTEGRALE D�UNE FONCTION POSITIVE

II.3.1.1. Notation :

� = � (X;A) et �+ = �+ (X;A) =
�
' : X �! R+�' 2 � (X;A)

	
:

II.3.1.2. Dé�nition : Soit s un élément de �+ de représentation

standard ' =
nP
i=1

ai�Ai : L�intégrale de Lebesgue de ' par rapport à � est:

R
' (x) d� (x) =

R
'd� =

nP
i=1

ai� (Ai)

II.3.1.3. Proposition : Soit ('; ; c) un élément de �+ � �+ �
R+. Alors :

a) c' 2 �+ et
R
c'd� = c

R
'd�

b) '+  2 �+ et
R
('+  ) d� =

R
'd�+

R
 d�

c) ' �  =)
R
'd� �

R
 d�

d) E 7�! �' (E) =
R
E 'd� =

R
'�Ed� est une mesure positive sur

(X;A) :

II.3.1.4. Notation : L (X;A) =
�
f : X �! R (ou C) �f A-mesurable

	
L+ = L+ (X;A) =

�
f : X �! R+ : f 2 L (X;A)

	
II.3.1.5. Dé�nition : Soit f un élément de L+
a) L�intégrale de Lebesgue de f par rapport à � est :

R
X

f (x) d� (x) =
R
d� = sup

�Z
'd��' 2 �+ et 0 � ' � f

�
b) f est dite �-intégrable sur un élément E de A siR

E

fd� =
R
f�Ed� < +1

II.3.1.6. Proposiion : Soient f; g; fn (n 2 N) des éléments de
L+ et c un nombre réel positif. Alors :

a) cf 2 L+ et
R
cfd� = c

R
fd�
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b) f � g =)
R
fd� �

R
gd�

c)
�
8n 2 N, fn � fn+1 et lim

n!+1
fn = f

�
=) lim

n!+1

R
fnd� =

R
fd�:

(Théorème de la convergence monotone de Beppo-Levi � TCM)

Preuve
a) Il clair que c f appartient à L+
� Si c = 0 alors cf = 0 et

R
c fd� = 0 = 0

R
fd� = c

R
fd�:

� Supposons que c > 0:

Remarquons que 8'; 2 �;
�
0 � ' � f () 0 � c' � c f
0 �  � c f () 0 � 1

c � f
Donc :Z
c fd� = sup

�Z
 d�� 2 � et 0 �  � c f

�
= sup

�Z
c'd��' 2 � et 0 � ' � f

�
Z
c fd� = sup

�
c

Z
'd��' 2 � et 0 � ' � f

�
= c sup

�Z
'd��' 2 � et 0 � ' � f

�
Z
cfd� = c

Z
fd�

b) Remarquons que

f � g =) f' 2 ��0 � ' � fg � f' 2 ��0 � ' � gg

DoncZ
fd� = sup

�Z
'd��' 2 �; 0 � ' � f

�
� sup

�Z
'd��' 2 �; 0 � ' � g

�
=

Z
gd�

Supposons que

8n 2 N, fn � fn+1 et lim
n!+1

fn = f:

Alors : 8n 2 N; fn � fn+1 � f
� 8n 2 N;

R
fnd� �

R
fn+1d� �

R
fd� [d�après b)]

lim
n!+1

Z
fnd� = sup

n2N

Z
fnd� �

Z
fd�

� Soit � 2 ]0; 1[
Considérons un élément ' de �+ tel que ' � f et posons :

8n 2 N, En = fx 2 X�fn (x) � �' (x)g
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(En)n2N est une suite croissante d�éléments de A telle que :

8n 2 N; �'�En � fn�En � fn et
S
n2N

En = X

Donc :

8n 2 N; �

Z
'�End� �

Z
fn�End� �

Z
fnd�

D�après II.3.1.3 d) lim
n!+1

R
'�End� =

R
'd�

Donc : �
R
'd� � lim

n!+1

R
fnd�:

Celà étant vrai pour tout élément ' de r tel que ' � f et tout élément
� 2 ]0; 1[, nous avons : Z

fd� � lim
n!+1

Z
fnd�:

Donc �nalement,
R
fd� = lim

n!+1

R
fnd�::

II.3.1.7. Corollaire : Si (fn)n2N est une suite d�éléments de
L+ alors : Z �P

n2N
fn

�
d� =

P
n2N

�Z
fnd�

�
II.3.1.8. Proposition : (Lemme de Fatou � L:F ). Si (fn)n2N est
une suite d�éléments de L+ (X;A) alors :Z �

lim
n!+1

inf fn

�
d� � lim

n!+1
inf

�Z
fnd�

�
Preuve
Considérons une suite d�éléments de (fn)n2N d�élément de L+ (X;A) et

posons
8n 2 N; gn = inf

k�n
fk

(gn)n2N est une suite croissante d�éléments de L+ (X;A) convergeant sim-
plement vers lim

n!+1
inf fn. Donc, d�après le théorème de la convergence

monotone, nous avons :Z �
lim

n!+1
inf fn

�
d� = lim

n!+1
inf

�Z
gnd�

�
Or :

8n 2 N, 8k � n, gn � fk
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8n 2 N8 k � n
Z
gnd� �

Z
fkd�

8 n 2 N
Z
gnd� � inf

k�n

Z
fkd�

lim
n!+1

Z
gnd� � lim

n!+1

�
inf
k�n

Z
fkd�

�
= lim
n!+1

inf

�Z
fnd�

�
Donc Z �

lim inf
n!+1

f

�
d� � lim inf

n!+1
(fn) d�

II.3.1.9. Dé�nition : Nous dirons que la proposition P est
vraie �-presque partout sur X [P vraie �� p:p] ou encore que P (x) est
vraie en �-presque pour tout point de X [P (x) vraie en �� p:t:x de X] si
fx 2 X : : (P (x))g est �-négligeable.

II.3.1.10. Proposition : Soit f un élément de L+ (X;A)

a) 8r 2 R�+, � (fx 2 X�f (x) � rg) �
1

r

R
fd�

b)
R
fd� = 0() f = 0 �-presque partout [� (fx 2 X�f (x) 6= 0g) = 0]

c) Si f est �-intégrable alors :
� f est �nie �-presque partout
� fx 2 X�f (x) 6= 0g est �� �-�nie

i.e.
�
fx 2 X : f (x) 6= 0g =

S
n2N�

En avec 8 n 2 N� En 2 A et � (En) < +1
�

Preuve
a) Soit un nombre réel r > 0

Ar = fx 2 X�f (x) � rg 2 A et 0 � r�Ar � f�Ar � f

Donc

r� (Ar) �
Z
fd� c-à-d: � (Ar) �

1

r

Z
fd�

Posons
P = fx 2 X�f (x) 6= 0g = fx 2 X�f (x) > 0g

i) Supposons que

f = 0 �� p:p c-à-d: � (P ) = 0

Soit ' un élément de � de représentation standard ' =
nP
i=1

ai�Ai

avec 0 � ' � f

8 i 2 f1; 2; :::; ng ai > 0 =) Ai � P =) � (Ai) = 0
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Donc :
R
'd� = 0

Par suiteZ
fd� = sup

�Z
'd��' 2 � et 0 � ' � f

�
= 0

ii) Posons

8n 2 N�; En =

�
x 2 X�f (x) � 1

n

�
(En)n2N� est une suite croissante d�éléments de A telle que :

P =
S
n2N�

En et 8n 2 N�; � (En) � n
Z
fd�

� Supposons que :
R
fd� = 0

Alors 8n 2 N�; � (En) = 0
Donc � (P ) = lim

n!+1
� (En) = 0 et par suite f = 0, �� p:p

� Supposons que
R
fd� < +1

Alors 8n 2 N�; � (En) < +1 et par suite P est �-�nie.
iii) Posons 8n 2 N�; An = fx 2 X�f (x) � ng

(An)n2N� est une suite décroissante d�éléments de A telle que :

fx 2 X : f (x) = +1g =
T
n2N�

An et 8n 2 N�; � (An) �
1

n

Z
fd�

Supposons que
R
fd� < +1

Alors
� (fx 2 X : f (x) = +1g) = lim

n!+1
� (An) = 0:

II.3.2 INTEGRALE D�UNE FONCTION A VALEURS DANS R
II.3.2.1. Notation : Soit : f : X �! R
� f+ = max ff; 0g = partie positive de f
� f� = max f�f; 0g = �min ff; 0g = partie négative de f
II.3.2.2. Remarques : Soit : f : X �! R
a) f = f+ � f� et jf j = f+ + f�

b) f est A-mesurabe () f+ et f�sont A-mesurables.
II.3.2.3. Dé�nition : Soit f un élément de LR = L

�
X;A;R

�
=�

g : X �! R�g 2 L
	

a) Si f+ ou f� est �-intégrable alors l�intégrale de Lebesgue de f
par rapport à � est :R

X

f (x) d� (x) =

Z
fd� =

Z
f+d��

Z
f�d�
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b) f est dite �-intégrable si
R
fd� est un nombre réel.

c) f est dite �-intégrable sur un élément A de A si
R
A

fd� =
R
f�Ad�

appartient à R.
II.3.2.4. Remarques :

1) Soient f et g deux éléments de LR:
a) f �-intégrable () f+ et f� �-intégrables () jf j �-intégrable.

b) f �-intégrable =)
��R fd�

�� � R jf j d� = R f+d�+
R
f�d�:

c) f �-intégrable et jgj � jf j =) g �-intégrable.

d) f �-intégrable =) 8c 2 R; cf �-intégrable et
R
cfd� = c

R
fd�:

En e¤et, pour tout nombre réel c, cf J -mesurable et jcf j = jcj jf j
f �-intégrable =) jf j �-intégrable =) jcf j �-intégrable =) cf �-

intégrable.

c � 0 =) (cf)+ = cf et (cf)� = cf� =)
Z
cfd� =

Z
(cf)+ d��

Z
(cf)� d�

=

Z
cf+d��

Z
cf�d�

c

�Z
f+d��

Z
f�d�

�
= c

Z
fd�

c < 0 =) (cf)+ = cf� et (cf)� = �cf+ =)
Z
cf =

Z
(cf)+ d��

Z
(cf)� d�

=

Z
�cf�d��

Z
�cf+d�

= �c
�Z

f�d��
Z

f+d�

�
= c

�Z
f+d��

Z
f�d�

�
= c

Z
fd�

e) f �-intégrables =) � (fx 2 X : jf (x)j = +1g) = 0
En e¤et

fx 2 X : jf (x)j = +1g =
�
x 2 X : f+ (x) = +1

	
[
�
x 2 X : f� (x) = +1

	
:

D�après a) et la proposition II.3.1.10 c) nous avons :
f �-intégrable =) f+; f��-intégrables =)

�
��
x 2 X : f+ (x) = +1

	�
= 0 = �

��
x 2 X�f� (x) = +1

	�
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2) Considérons sur LR la relation binaire R dé�nie par

8 f; g 2 LR; f R g () f = g �� p:p

a) R est une relation d�équivalence sur LR
b) 8f; g 2 LR, f = g � � p:p () f+ = g+� � p:p: et f� =

g� �� p:p: =) jf j = jgj �� p:p:
c) 8f 2 LR,

R
jf j d� = 0() f = 0 �� p:p

En e¤et d�après II.3.1.10.b)Z
jf j d� = 0() jf j = 0 �� p:p

Par suite
R
jf j d� = 0() f = 0 �� p:p

d) 8f; g 2 LR, f �-intégrable et g = f �� p:p =) g �-intégrable
et
R
gd� =

R
fd�

i) Supposons que f; g 2 L+; f �-intégrable, g = f �� p:p:

Posons D = fx 2 X : f (x) 6= g (x)g :
Alors

� (D) = 0; g = g�X�D + g�D = f�X�D + g�D; f = f�X�D + f�D:

D�après la proposition II.3.1.10 b)Z
g�Dd� = 0 =

Z
f�Dd�

Par suite, d�après le corollaire II.3.1.7

Z
gd� =

Z
g�X�Dd�+

Z
g�Dd� =

Z
f�X�Dd�+

Z
g�Dd� =

Z
f�X�Dd�

=

Z
f�X�Dd�+

Z
f�Dd� =

Z
fd�

et
R
fd� < +1)

R
gd� < +1:

ii) Le cas général découle de i) et de b).

e) 8 f; g 2 LR; f = g �� p:p, 8c 2 R; cf = cg �� p:p:
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II.3.2.5. Notations
a) L1R = L1R (X;A; �) =

n
[f ] : f 2 L1R (X;A; �)

o
b) 8 F 2 L1R (X;A; �) =

R
X

F (x) d� (x) =
R
Fd� =

R
fd�

avec [f ] = F

II.3.2.6. Proposition :
a) L1 (X;A; �) est un espace vectoriel sur R
b)

L1 (X;A; �) �! R+
F �! kFk1 =

R
jF j d�

est une norme

c)
L1 (X;A; �) �! R+

F �!
R
Fd�

est une forme linéaire positive et continue.

Sur
�
L1 (X;A; �) ; kk1

�
on a :

� 8 (c; F ) 2 R�L1 (X;A; �)
R
cFd� = c

R
Fd�

� 8 F;G 2 L1 (X;A; �)2 ;
R
(F +G) d� =

R
Fd�+Gd�

� 8 F 2 L1 (X;A; �) F � 0 =)
R
Fd� � 0����Z Fd�

���� � Z jF j d� = kFk1
II.3.3 ESPACE L1 (X;A; �)

II.3.3.1. Notation :
a) L0 = L0, (X;A) = L0R + iL0R
b) 8f 2 L0; [f ] = fg 2 L0 : f = g �� p:pg

II.3.3.2. Remarque :

8f; g 2 L0; [f ] = [g]() [Re f ] = [Re g] et [Im f ] = [Im g]()
�
�f
�
= [�g]

II.3.3.3. Notation :
a) 8 f; g 2 L0 Re [f ] = [Re f ] ; Im [f ] = [Im f ] ;

�
�f
�
=
�
�f
�

j[f ]j = [jf j]
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b) L1 = L1 (X;A; �) = L1R (X;A; �) + iL
1
R (X;A; �)

c) 8f 2 L1
R
f (x) d� (x) =

R
fd� =

R
Re fd�+ i

R
Im fd�

d) L1 = L1 (X;A; �) = L1R (X;A; �)+iL
1
R (X;A; �) =

�
[f ] : f 2 L1 (X;A; �)

	
e) 8F 2 L1;

R
F (x) d� (x) =

R
fd� =

R
Fd� =

R
ReFd�+i

R
ImFd�

f) 8 (c; f) 2 C�L0; c [f ] = [cf ]
g) 8 (f; g) 2 L1; [f ] + [g] = [f + g]

II.3.3.4. Proposition : (Théorème de la convergence dominée de
Lebesgue)

Soit (fn)n2N une suite d�éléments de L0 convergeant �-presque partout
vers un élément f de L0. S�il existe un élément g de L1 tel que :
8n 2 N, jfnj � g � � p:p: Alors fn (n 2 N) et f appartiennent à L1

et :
lim

n!+1

R
jf � fnj d� = 0 et par suite lim

n!+1

R
fnd� =

R
fd�

Preuve

a) 8n 2 N fn 2 L0
jfnj � g 2 L1

�
=) fn 2 L1

8n 2 N, jfnj � g
lim

n!+1
fn = f �� p:p:

)
=) jf j � g �� p:p:

f 2 L0; g 2 L1
�
=) f 2 L1

b) 1er Cas : Supposons que f et fn (n 2 N) sont à valeurs
dans R.

Puisqu�elles sont �-intégrables, il existe des applications �-intégrables k;
h; hn (n 2 N) de X dans R telles que :8><>:

k 2 [g] ; h 2 [f ] ; 8n 2 N, hn 2 [fn]
lim

n!+1
hn = h

8n 2 N, jhnj � k et jhj � k

8n 2 N, k + hn � 0 et h� kn � 0
D�après la proposition IV.2.7. et le lemme de Fatou,

Z
kd�+

Z
hd� =

Z
(k + h) d� =

Z
lim

n!+1
(k + hn) d� � lim

n!+1
inf

�Z
(k + hn) d�

�

= lim
n!+1

inf

�Z
kd�+

Z
hnd�

�
=

Z
kd�+ lim

n!+1
inf

Z
hnd�
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Z
kd��

Z
hd� =

Z
(k � h) d� = lim

Z
n!+1

(k � hn) d� � lim
n!+1

inf

�Z
(k � hn) d�

�

= lim
n!+1

inf

�Z
kd��

Z
hnd�

�
=

Z
kd�� lim

n!+1
sup

Z
hnd�

Donc

lim
n!+1

sup

Z
hnd� �

Z
hd� � lim

n!+1
inf

Z
hnd�

D�où

lim
n!+1

Z
hnd� =

Z
hd�

c�est- à - dire

lim
n!+1

Z
fnd� =

Z
fd�

2ème Cas : Cas général

Nous avons :

8><>:
lim

n!+1
jfn � f j = 0 �� p:p:

8n 2 N, jfn � f j � jfnj+ jf j � 2g �� p:p:
2g 2 L1

Donc, d�après le 1er cas, nous avons :

lim
n!+1

jfn � f j d� = 0

II.3..3.5. Corollaire 1 : Soit (fn)n2N une suite d�éléments de
L0. Si

P
n2N

R
jfnj d� < +1,

alors
i)

P
n2N

fn converge �-presque partout

ii)
R �P

n2N
fn

�
d� =

P
n2N

R
fd� 2 C.

II.3..3.6. Corollaire 2 : Soit (E; d) un espace métrique, A un
sous-ensemble de E; t0 un élément de l�adhérence �A de A dans (E; d) et f
une application de X � A dans R ou C telle que :

i) 8 t 2 A; x 7�! f (x; t) appartienne à L0.
ii) lim

t!t0
f (x; t) = f0 (x) �-presque partout.
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iii) Il existe un élément g de L1 (X;A; �) tel que, pour tout élément
t de A; j f (x; t)j � g (x) en �-presque tout point x de X.

Alors f0 est �-intégrable et
R
X

f0 (x) d� = lim
t!t0

R
X

f (x; t) d�.

Preuve
Considérons une suite (tn)n�1 d�éléments de A convergeant vers t0 et

posons, pour tout entier n � 1 : f (x; tn) = fn (x).
Alors :
� 8n 2 N, fn 2 L0
� lim

n!+1
fn = f0 �� p:p:

� 8 n 2 N� jfnj � g �� p; p;
� g 2 L1 (X;A; �)
D�après le théorème de la convergence dominée, f0 est �-intégrable etR

X

f0 (x) d� (x) = lim
n!+1

R
X

fn (x) d� (x) = lim
n!+1

R
X

f (x; tn) d� (x) :

Cela étant vrai pour toute suite (tn)n�1 d�éléments de A convergeant vers
t0, nous avons : R

X

f0 (x) d� (x) = lim
n!+1

R
X

f (x; t) d� (x) :

II.3..3.7. Corollaire 3 : Soient I un intervalle ouvert de R et
f : X � I �! R (ou C) telle que :

i) 8 t 2 I; x 7�! f (x; t) appartient à L0.
ii) 9 t0 2 I : x 7�! f (x; t0) appartient à L1 (X;J ; �).
iii) 9 N 2 A : � (N) = 0 et

@f

@t
(x; t) dé�ni en tout point (x; t)

de (X�N)� I.
iv) 9g 2 L1 (X;A; �) : 8t 2 I @f

@t
(x; t) � g (x) en �-presque

tout point x de X...

Alors pour tout élément t de I; x 7�! @f

@t
(x; t) est �-intégrable et :R

X

@f

@t
(x; t) d� (x) =

d

dt

R
X

f (x; t) d� (x) :

Preuve
Soit t un élément de I.

Posons : 8 t0 2 I� ftg = A; 8 x 2 X�N; ' (x; t0) = f (x; t0) � f (x; t)
t0 � t

Alors :
� 8t0 2 A; x 7�! ' (x; t0) appartient à L0.
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� lim
t0!t

' (x; t0) =
@f

@t
(x; t) �-presque partout.

� 8 t0 2 A; 8 x 2 X�N; 9� = (x; t0) 2 I : ' (x; t0) = @f

@t
(x; t)

� 8 t0 2 A; j' (x; t0)j � g (x) en �-presque tout point x de X et g est
-intégrable.

Donc, d�après le corollaire V.3.8, x 7�! @f

@t
(x; t) est �-intégrable et :R

X

@f

@t
(x; t) d� (x) = lim

t0!t

R
X

' (x; t0) d� (x) = lim
t0!t

R f (x; t0)� f (x; t)
t0 � t d� (x)

Remarquons que :

8u 2 I� ft0g ; 8x 2 X�N; 9v = v (x; u) 2 I : f (x; u) = f (x; t0)+(u� t0)
@f

@t
(x; v)

8u 2 I� ft0g ; 8x 2 X�N; jf (x; u)j � jf (x; t0)j+ ju� t0j g (x) :

Or :

8u 2 I� ft0g ,
�

x 7�! f (x) appartient à L0
x 7�! f (x; u) + ju� t0j g (x) appartient à L1 (X;A; �)

Donc : 8u 2 I; x 7�! f (x; u) est �-intégrable.
Par conséquent :

8t0 2 A,
R f (x; t0)� f (x; t)

t0 � t d� (x) =
1

t0 � t

�R
X

f
�
x; t0

�
d� (x)�

R
X

f (x; t) d� (x)

�
et par suite :

R
X

@f

@t
(x; t) d� (x) = lim

t0!�t

1

t0 � t

�R
X

f
�
x; t0

�
d� (x)�

R
X

f (x; t) d� (x)

�
=

d

dt

R
X

f (x; t) d� (x)

II.3..3.10. Proposition : Soit une fonction �-intégrable. Pour
tout nombre réel " > 0, il existe une application A-étagée complexe '" telle
que :

j'"j � jf j �� p:p: et
Z
jf � '"j d� < "
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Preuve : f étant �-intégrable, il existe h : X �! C A-mesurable
et telle que h = f �� p:p:

Il existe une suite (sn)n2N d�applications A-étagée de X dans C, con-
vergeant simplement vers h et telle que

8 n 2 N jsnj � jhj

h étant �-intégrable, le théorème de la convergence dominée s�applique
à (sn)n2N et donne

lim
n!+1

Z
jh� snj d� = 0

8 " 2 R�+, 9 n 2 N : 8 n 2 N n � n" =)
Z
jh� snj d� < "

Il su¢ t de prendre, pour nombre réel " > 0; '" = sn" .

II.3.4. INTEGRATION SUR R

Nous supposons que X = R; A est la �-algèbre des sous-ensembles Lebesgue
mesurables de R et � = m1 la mesure de Lebesgue sur R.

II.3.4.1. Proposition : Soit f une fonction complexe bornée
sur un intervalle [a; b] de R. Si f est Riemann intégrable sur [a; b] alors
l�application g de R dans R dé�nie par :

g (x) =

�
f (x) si x 2 [a; b]

0 sinon
, est m1-intégrable [Lebesgue-intégrable]

et
Z
gdm1 =

Z b

a
f (x) dx:
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CHAPITRE III : ESPACES PRODUITS ET LES ESPACES Lp

III. INTEGRATION SUR UN ESPACE PRODUIT
J est une �-algèbre de parties de X et � une mesure positive sur (X; J).
R est une �-algèbre de parties de Y et v une mesure positive sur (Y;R).

III.1. PRODUIT D�ESPACES MESURES

III.1.1. Notation Soit E une partie deX �Y et f : X�Y �! Z.
a) Pour tout élément x de X, la section en x de :
� E est Ex = fy 2 Y� (x; y) 2 Eg
� f est fx : Y �! Z

y 7�! fx (y) = f (x; y)

b) Pour tout élément y de Y , la section en y de :
� E est Ey = fx 2 X� (x; y) 2 Eg

� f est
fy : X �! Z
x 7�! fy (x) = f (x; y)

III.1.2. Proposition : Soit (x; y) un élément de X � Y .
Considérons
'x : Y �! X � Y et 'y : X �! X � Y

b �! (x; b) a 7�! (a; y)

Alors, pour toute partie de X � Y; Ex = '�1x (E) et Ey = ('y)�1 (E)

III.1.3. Proposition : Soient E;F; En (n 2 N) des parties de
X � Y et (x; y) un élément de X � Y . Alors :

a)
� S
n2N

En

�
x

=
S
n2N

Enx et
� S
n2N

En

�y
=
S
n2N

Eyn

b)
� T
n2N

En

�
x

=

� T
n2N

Enx

�
et
� T
n2N

En

�y
=
T
n2N

Eyn

c) (E�F )x = Ex�Fx et (E�F )y = Ey�F y
d) E � F =) Ex � Fx et Ey � F y

Preuve
Conséquence immédiate de la remarque précédente.
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III.1.4. Notation : 
 = fA�B � X � Y� (A;B) 2 J�Rg
D�après les propositions I.1.4 et I.3.1 
 est un semi-anneau de parties

de X � Y engendrant J
R. Nous allons dé�nir sur J
R une mesure liée
de façon "naturelle" à � et v et examiner les liens entre l�intégration sur
X � Y par rapport à cette mesure et l�intégration sur X et Y par rapport
à � et v respectivement.

III.I.5. Proposition :
� : 
 �! R+

A�B 7�! � (A) v (B)
; est une mesure positive. En outre, si � et

v sont �-�nies sur (X; J) et (Y;R) respectivement, alors � aussi l�est sur
(X � Y; J
R) :

III.1.6. Notation : a) � � v est la mesure extérieure sur
X � Y engendrée par �.

b) J
R est la �-algèbre des parties de X; � � v-mesurables.

III.1.7. Remarques
a) 
 � � �A (
) = J
R � J
R (voir II.3.15 et III.3.3
b)

�
X � Y; J
R; � x v

�
est un espace mesuré complet et �� v

prolonge �.
(voir III.2.5 et III.3.3).
c) Si � et v sont �-�nies sur (X; J) et (Y;R) respectivement alors

:
� � � v est l�unique mesure positive sur (X � Y; J
R) prolongeant

� (voir II.1.5 et II.1.6).
� 8 E 2 J
R 9 F;G 2 J
R : F � E � G et � � v (G�F ) = 0

(voir II.3.4).

III.1.8. Dé�nition :
a) La restriction de � � v à J
R est appelée la mesure produit

de � et v.
b) (X � Y; J
R; � � v) est l�espace mesuré produit de (X; J; �)

et (Y;R; v) :

III.1.9. Proposition :
a) 8 E 2 J
R 8 (x; y) 2 X � Y (Ex; E

y) 2 R� J
b) Si f : X � Y �! R (ou C) est J
R-mesurable alors, pour tout

élément (x; y) de X � Y; fx est R-mesurable.

Preuve
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a) Posons C = fE � X � Y : 8 (x; y) 2 X � Y; (Ex;Ey) 2 R� Jg
� Soit A � B un élément de 
.

8 (x; y) 2 X�Y (A � B)x =

�
B si x 2 A
� sinon

; (A� B)y =

�
A si y 2 B
� sinon

8 (x; y) 2 X � Y ((A�B)x (A�B)
y) 2 R
 J

A �B 2 C

Donc 
 � C
� Soit (En)n2N une suite d�éléments de C.

8 (x; y) 2 X�Y;
� S
n2N

En

�
x

=
S
n2N

Enx 2 R et
� S
n2N

En

�y
=
S
n2N

Eyn 2 J

S
n2N

En 2 C

� Soit E un élément de C

8 (x; y) 2 X � Y;
�
(X � Y� E)x = (X � Y )x� Ex = Y� Ex 2 R
(X � Y� E)y = (X � Y )y� Ey = Y� Ey 2 J

X � Y� E 2 C

Donc C est une �-algèbre de parties de X � Y contenant 
.
Par suite J
R = � �A (
) est inclus dans C.
b) Soit f : X � Y �! Z

�
= R ou C

�
J
R -mesurable.

8 (x; y) 2 X�Y 8 C 2 B (Z) f�1x (C) =
�
f�1(C)

�
x
2 B et (fy)�1 (C) =

�
f�1 (C)

�y 2 A
8 (x; y) 2 X � Y; fx est B- mesurable et fy est A-mesurable

III.1.10. Proposition : Supposons que � et v sont �nies sur
(X; J) et (Y;R) respectivement. Pour tout élément E de J
R

i)
X �! R+
x 7�! v (Ex)

; est J-mesurable
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ii)
Y �! R
y 7�! � (Ey)

; est R-mesurable

III.1.11. Proposition : Supposons que � et v sont �-�nies sur
(X; J) et (Y;R) respectivement.

Pour tout élément E de J
R
i)

X 7�! R+
x 7�! v (Ex) ; est J-mesurable

ii)
Y 7�! R+

X 7�! � (Ey) ; est R-mesurable

iii)
R
X

v (Ex) d� (x) = � � v (E) =
R
X

� (Ey) dv (y) :

III.1.12. Proposition : (Théorème de Tonelli)
Supposons que � et v sont �-�nies sur (X; J) et (Y;R) respectivement,

si f : X � Y �! R+ est J
R-mesurable alors :
i)

X �! R+
x �!

R
Y f (x; y) d� (y)

; est J-mesurable

ii)
Y �! R+
y 7�!

R
X

f (x; y) d� (x) ; est R-mesurable

iii)
R
X

�R
Y

f (x; y) dv (y)

�
d� (x) =

R
X�Y

f (x; y) d��v (x; y) =
R
Y

�R
X

f (x; y) d� (x)

�
dv (y) :

III.2. ESPACES LP

J est une �-algèbre de parties de X; � est une mesure positive sur (X; J)

p0 =

8<:
+1 si p = 1

p
p�1 si 1 < p < +1

1 si p = +1
8 p 2 [1;+1]

III.2.1. ESPACES LP (X; J; �)
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III.2.1.1 Rappels : Soient un intervalle I de R et f : I �! R
a) f est dite convexe sur I si 8 x; y 2 I 8� 2 [0; 1]
f [(1� �)x+ �y] � (1� �) f (x) + �f (y).
b) Supposons que I est ouvert. Les conditions suivantes sont équiv-

alentes :
i) f convexe sur I
ii) 8 c 2 I 9 m 2 R : 8 x 2 I f (x) � f (c) +m (x� c)
c) Supposons que I est ouvert et f deux fois dérivable sur I. Alors

les conditions suivantes sont équivalentes :
i) f convexe sur I
ii) 8 x 2 I f 00 (x) � 0

III.2.1.2. Lemme : 8 x; y 2 R�+ 8� 2 ]0; 1[ ;

x1��y� � (1� �)x+ �y

Preuve
Considérons : f : R�+ �! R

x 7�! f (x) = � log x
Alors : 8 x 2 R�+ f (x) = �1

x
et f 0 (x) =

1

x2
> 0

Donc f est convexe sur R�+ et par suite

8x; y 2 R�+ 8 � 2 ]0; 1[� log [(1� �)x+ �y] � � (1� �) log x� � log y
) (1� �) log x+ � log y � log [(1� �)x+ �y]
) log

�
x1��y�

�
� log [(1� �)x+ �y]

) x1��y� � (1� �)x+ �y

III.2.1.3. Notation : Soit p un élément de R�+
a) 8 f 2 L0 (X; J; �) kfkp =

�R
jf jp d�

�1�p
b) Lp (X; J; �) =

n
f 2 L0 (X; J; �) : kfkp < +1

o
III.2.1.4. Remarques : Soit p un élément de R�+
a) 8 f; g 2 L0 (X; J; �)

f 2 Lp (X; J; �)() 0 � kfkp < +1

kfkp = 0() f = 0 �� p:p:
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f 2 Lp (X; J; �) et g = f �� p:p =) g 2 Lp (X; J; �) et kgkp = kfkp

b) 8 (�; f) 2 C�Lp (X; J, �), �f 2 Lp (X; J; �) et .
k� � fkp = j�j kfkp

III.2.1.5. Proposition : Supposons que � est ���nie et 1 � p � +1:
Si :

� g : X ! R ou C est J-mesurable

� fg est ��intégrable pour tout élément f de

S = f' : X ! C : ' J�étagée et � intégrableg

� M(g) = supf
R
fgd� : f 2 S, kfkp = 1g

Alors g appartient à Lp0(X; J;�) et kgkp0 =M(g):

Preuve
Si kgkp0 = 0 alors g = 0 et la proposition est évidente.
Supposons donc que kgkp0 6= 0

1) 1er cas : Supposons que 1 < p < +1

Considérons une suite croissante (Xn)n2N d�éléments de J telle que :
X = [

n2N
Xn et 8n 2 N; �(Xn) < +1

Soit ('n)n2N une suite d�applications J - étagées de X dans C, con-
vergeant simplement vers g et telle que : 8n 2 N; j 'n j�j 'n+1 j�j g j

Posons 8n 2 N; gn = 'n�Xn
Alors :8<:

8n 2 N; gn 2 S et j gn j�j g j

(gn)n2N converge vers g simplement

Posons 8n 2 N; fn = (kgnkp0)1�p
0 j gn jp

0�1 sgn(g) où 8z 2 C;
sgn(z) = eiArg(z)

Alors 8n 2 N; kfnkp = 1 et
R
j fngn j d� = kgnkp0



52

D�après le lemme de Fatou, nous avons :

kgkp0 � lim
n!+1

inf kgnkp0 = lim
n!+1

inf

Z
j fngn j d�

= lim
n!+1

inf

Z
fngnd� �M(g) < +1

Donc g appartient à Lp0(X; J;�):

2) 2ème cas : Supposons que p = 1; c�est-à-dire que p0 = +1

a) Considérons un nombre réel " > 0 et

A" = fx 2 X :j g(x) j�M(g) + "g

Supposons que �( A") > 0
Alors, puisque � est �� �nie, il existe un élément B de J tel que :

B � A" et 0 < �(B) < +1

Posons f = �(B)�1sgn(g)�B
Alors : 8<:

f 2 J et kfk = 1R
fgd� =

R
�(B)�1 j g j �Bd� �M(g) + "

Cela contredit l�hypothèse, donc �( A") = 0 et par suite
kgk+1 �M(g) < +1: Donc g appartient à L+1(X; J;�):

b) D�après l�inégalité de Hölder, nous avons

8f 2 S avec kfkp = 1; j
Z
fgd� j� kfkpkgkp0 = kgkp0

Donc M(g) � kgkp0
Par conséquent kgkp0 =M(g):

III.2.1.6. Proposition : Supposons que 1 < p < +1: Si f appartient à
L1(Rd;M(Rd);md) et Lp(Rd;M(Rd);md) alors:

i) pour md�presque tout élément x de Rd;
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hx : Rd ! R ou C
y 7! f(x� y)g(y) est md�mesurable.

ii) x 7! f�g(x) =
R
Rd f(x�y)g(y)dm

d(y) est un élément de Lp(Rd;M(Rd);md)
et kf � gkp � kfk1kgkp:

Preuve

III.2.2 MODES DE CONVERGENCE
f; (fn)n2N sont des applications A-mesurables de X dans R ou C.

III.2.2.1. Dé�nition : (fn)n2N converge vers f en mesure si :

8 r 2 R�+; limn!+1
� (fx 2 X� jfn (x)� f (x)j � rg) = 0

III.2.2.2. Dé�nition : Supposons que 1 � p � +1: (fn)n2N
converge vers f dans

Lp (X;A; �) si lim
n!+1

kfn � fkp = 0:

III.2.2.3. Proposition : Supposons que 1 � p � +1. Si
(fn)n2N converge vers f dans Lp (X;A; �) alors (fn)n2N converge vers f
en mesure.

Preuve
Supposons un élément r de R�+ et posons En = fx 2 X� jfn (x)� f (x)j � rg
1er Cas : 1 � p < +1.

Nous avons :

8>>><>>>:
� (En) �

�
1

r
kfn � fkp

�p
(d�après IV.1.10)

lim
n!+1

kfn � fkp = 0
Donc lim

n!+1
� (En) = 0

2ème Cas : p = +1.

lim
n!+1

kfn � fk+1 = 0 =)
�
9 n0 2 N : 8 n � n0; kfn � fk+1 < r

�
) [9 n0 2 N : 8 n � n0 � (En) = 0]

=) lim
n!+1

� (En) = 0
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Donc (fn)n2N converge vers f en mesure.

III.2.2.4. Proposition : Si (fn)n2N converge vers f en mesure,
alors il existe une sous-suite (fnk)k2N de (fn)n2N qui converge vers f �-
presque partout.

III.2.2.5. Proposition : Supposons que � est �nie et que les
applications (fn)n2N et f sont à valeurs �nies �-presque partout. Si (fn)n2N
converge vers f ��presque partout alors :

a) (fn)n2N converge vers f en mesure

b) (fn)n2N converge vers f presque uniformément, c�est-à-dire que :

8� 2 N�; 9 N� 2 A :

8<:
�(N�) � �

(fn)n2N converge vers f uniformément sur X� N�

(Théorème d�Egorov)

Preuve :
Supposons que (fn)n2N converge vers f ��presque partout.
Posons : F = fx 2 X : f(x) �ni, 8x 2 N, fn(x) �ni, lim fn(x) = f(x)g et
N = X� F:
Alors : N 2 A et �(N) = 0:

a) Considérons deux nombres réels r > 0 et " > 0
Posons 8m 2 N; F rm = fx 2 F : 8n � m; j fn(x)� f(x) j< rg:
Alors :8><>:

�(X�F r1 ) � �(X) < +1

(X�F rm )m2N est décroissante et \
m2N

(X�F rm ) = X � [
m2N

F rm = X� F

Donc lim�(X�F rm) = �(X� F ) = �(N) = 0:
Par conséquent : 9m" 2 N : �(X� F rm"

) < ":
Or 8n � m"; fx 2 X :j fn(x)� f(x) j< rg � X� F rm"

Donc : 8n � m"; �(fx 2 X :j fn(x)� f(x) j< rg) < "
Par suite lim

n!+1
�(fx 2 X :j fn(x) � f(x) j< rg) = 0: Ainsi (fn)n2N

converge vers f en mesure.
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b) Considérons un nombre réel � > 0

Posons : 8k 2 N�, Nk
� = X� F rm"

avec r = 1
k et " =

�
2k
:

Alors :8><>:
�(Nk

� ) <
�
2k

8n � m �

2k
; 8x 2 Nk

� ; j fn(x)� f(x) j< 1
k

Posons N� = [Nk
�

k2N�

Alors : N� 2 A et �(N�) �
P
k2N�

�(Nk
� ) �

P
k2N�

�
2k
= �

En plus nous avons :
8k 2 N�, 8n � m �

2k
;

sup
x2X�N�

j fn(x)� f(x) j� sup
x2X�Nk

�

j fn(x)� f(x) j�
1

k

c�est-à-dire que ( fn)n2N converge vers f uniformément sur X�N�:

III.2.2.5. Remarques : Dans la proposition précédente, la �nitude de
� est essentielle. Par exemple, supposons que :8<:

(X;A; �) = (R;M(R);m1)
8n 2 N; fn = �[n; n+1[

f = 0

i) 8x 2 R; lim
n!+1

fn(x) = 0 = f(x)

Ainsi (fn)n2N converge vers f simplement et par suite m1� presque
partout.

ii) 8n 2 N; m1(fx 2 R :j fn(x)� f(x) j� 1g) = m1([n; n+ 1[) = 1

Ainsi (fn)n2N ne converge pas vers f en mesure m1:

iii) Considérons un élément N deM(R) tel que m1(N) < 1:

8n 2 N; 9xn 2 (R�N) \ [n; n+ 1[
8n 2 N; 9xn 2 (R�N) avec j fn(x)� f(x) j= 1:
Donc (fn)n2N ne converge pas vers f uniformément sur R�N:
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Par suite (fn)n2N ne converge pas vers f m1�uniformément.

III.2.2.6. Dé�nition Supposons que 1 � p < +1: (fn)n2N converge vers
f faiblement dans Lp (X;A; �) si :

8g 2 Lp0 (X;A; �) ; lim
n!+1

Z
fngd� =

Z
fgd�

III.2.2.7. Proposition : Supposons que 1 � p < +1: Si (fn)n2N
converge vers f dans Lp (X;A; �) alors (fn)n2N converge vers f faiblement
dans Lp (X;A; �) :

Preuve :
8g 2 Lp0 (X;A; �) ; 8n 2 N; j

R
fngd� �

R
fgd� j�

R
j fn � f jj g j

d� � kfn � fkpkgkp0
Donc lim kfn�fkp = 0) 8g 2 Lp

0
(X;A; �) ; lim

n!+1

R
fngd� =

R
fgd�:

(C.Q.F.D.)

Le tableau suivant résume les résultats de ce paragraphe, en matière de
convergence.

Convergence �� p:p  ��������������������������������������� ! converge �� p:u
"
:
:
:
:
:

convergence en mesure �  convergence dans Lp (X;A; �) ! convergence faible
dans Lp (X;A; �)

! implique
:::::! implique pour une sous-suite
����� ! implique si est � �nie


